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2 e-Funktionen

A.41 Exponential-Funktionen

Exponential-Funktionen [oder auch e-Funktionen] sind Funktionen, in welchen das
»X" mindestens einmal in der Hochzahl auftaucht. [e=2,71828....]

Typisch fiir e-Funktionen ist, dass sie [meistens, aber nicht immer!] nur auf einer
Seite [also nur links im Schaubild oder nur rechts] eine waagerechte oder schiefe
Asymptote haben.
Besonders an e-Funktionen sind:

> die Ableitungen (die Hochzahl &ndert sich namlich nie)

» die Asymptotenberechnung (e*=«, e=0)

Um an das ,x" in einer e-Funktion heran zu kommen, muss man normalerweise
das ,e" weg kriegen. Das geht mit dem ,In" [dem Logarithmus].

Ganz bléd und unmathematisch gesagt, ist es so, dass sich ,In“ und ,e"
wegktirzen, wenn nichts dazwischen steht.

Aufgabe 1
e"®=3; e®=18; 4e"*=4.2t2; 2.e"®W=2.x e = A

In(e*)=3; In(e"®)=1,8; 4:In(e**)=4-2t2; 2:In(eX)=2-
( ) ( ) ( ) ( ) X In(eA) - A

Was sich nicht sofort vereinfachen lasst, ist z.B.:
2:In(3). In(1,8)+2. In(2t2)-2. 5-In(x)
e ; e ; e ; 2:e

In(1+€3); In(e'®+2); 4:In(3-e®); 2:In(e*-t)

Ab und zu braucht man Logarithmenregeln.
Eigentlich ist nur eine davon richtig wichtig.
Namlich die, die besagt, dass man Hochzahlen im In(A®) = B-In(A)

Logarithmus nach vorne ziehen kann: In(A®)=B-In(A)
[Meistens bendtigt man die Rickwartsrichtung davon.]

Aufgabe 2
Vereinfachen Sie den Term: 4.e3"®

L6sung:
4.3 = [ 3% in die Hochzahl vom ,In" ziehen] =
4.0 = [ & und ,In" kiirzen] = 4-x3
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e-Funktionen 3

A.41.01 Nullstellen (einfach) ()

Aufgabe 3 e-Term £ Zahl:
Bestimmen Sie die Losung von: 4-e*>*-36=0

Aufgabe 4 x-Term mal e-Term:
Bestimmen Sie die L6ésung von: (2x-4)-e*! =0

Aufgabe 5 e-Term £ x-Term:
Bestimmen Sie die Losung von: el>-2x+2 =0

Lésung von Aufgabe 3:
e-Term isolieren: e*> =9 | In()

2-2x=In(9)  =..= x=""2. 01
Lésung von Aufgabe 4:
(2x-4)-e™*' = 0
(2x-4) = 0 et =0
= XxX=2 [ein e-Term wird nie Null] = X=2

Lésung von Aufgabe 5:
Die Nullstellen sind nicht von Hand berechenbar.

A.41.02 Nullstellen (Herausforderung) ({)

Aufgabe 6 e-Term £ e-Term (beide Hochzahlen haben gleiches Vorzeichen)
Bestimmen Sie die L6ésung von:
a) 2e*-4e* =0 oder b) e*-2e % =0

Aufgabe 7 e-Term £ e-Term ( beide Hochzahlen haben verschiedene
Vorzeichen )
Bestimmen Sie die L6ésung von:

a) 2e*-4e>* =0 oder b) e*-2e%> = 0
Aufgabe 8 e-Term % e-Term *x Zahl
Bestimmen Sie die Lésung von: e*-2e-3=0
Lésung von Aufgabe 6: ( einen der beiden e-Terme ausklammern )
e (2e*-4) =0 e (e™-2) =0
/ N e S
e=0 2e*-4=0 e%™=0 e%%-2=0
k.LOs. e =2 k.LOs. e’ =2
x=In(2) -0,5x=In(2)
x=0,69 Xx=-1,38
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4 e-Funktionen

Lésung von Aufgabe 7:

2e¥-4e> =0 oder e*-2e0% =0
[Den Term mit der negativen Hochzahl umschreiben und die Gleichung damit multiplizieren]
2e2><_iX =0 | e*— OZSX =0 |.e
&
2e -4 =0 |+4 |:2 e -2=0 |+2
e =2 | In() el™ =2 | In()
3x = I(n)(2) [:3 1,5x=(|n)(2) (| :)1,5
In(2 In(2 2:In(2
x= "2 =023 x="g ="3 =046
Lésung von Aufgabe 8: Substitution: e =u [=e*=17]
e*-2e*-3 =0 u=e*, u’ = e*
u2—2u—,,,,3%= 0 « ab dieser Zeile ist's wieder ,normal® ganzrational
(p-g-Formel) (a-b-c-Formel)
N 22y22-41(=3)
— 2_(_ LtV 2 o)
u,, = 1+v12--3) u,,= o1
2+4
= 1:|:2\\‘ =
ui=-1 u=3"
/ \\\statt u wieder e* hinschreiben. (=Resubstitution)
up = -1 ‘Uz =3
e =-1 e =3
k.Lo6s. X2 =1In(3) = 1,1

A.41.03 Ableitungen (Basiswissen) ({f)

Einen e-Term leitet man so ab:
Der e-Term bleibt unverdndert stehen und die f(x) = a-e®*

Ableitung von der Hochzahl, kommt mit ,Mal" = f'(x) = a-b-e?***
verbunden, dazu. [Im Prinzip wendet man die Kettenregel an.]

Aufgabe 9 Die ,7" fallt natirlich weg, es
f(x) = 3e*°+7 - ist eine Zahl ohne ,x".
] _ 4x-6.4 — 4x-6 Die Hochzahl ,4x-6" wird zu
= f(X) = 3e 4 =12e »4" abgeleitet und hinter (oder

vor) den e-Term geschrieben.

Aufgabe 10
f(x) = 4" -e*

= f(x) =4e".0,5-e*2 = 2e%* - 2eX
- f”(X) — 2e0,5x_0,5 _ 2e2x_2 — eO,Sx _ 4e2x
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Aufgabe 11
f(X) — e2x_(e—5x + e2,5x)

= f(x) =e¥+ e"*
= f(x) = -3 + 4,5e%>
= f'(x) = 9e’> + 20,25e*5

Zuerst ausmultiplizieren, sonst
misste man die Produktregel
anwenden. Die wirde auch
gehen, mit Ausmultiplizieren
wird’s aber einfacher.

A.41.04 Ableitungen (Herausforderung) ()

Aufgabe 12
Bestimmen Sie die Ableitung von: f(x) = (2x-4)-e™
Aufgabe 13
Bestimmen Sie zwei Ableitungen von: g(x) = 2-e™*
Aufgabe 14

2x_
Bestimmen Sie die Ableitung von: h(x) = %

Aufgabe 15

Bestimmen Sie die Ableitung von: k(x)=3-sin(1-e*)

Lésung von Aufgabe 12

f'(x) = uvtuv' = 2-e*+(2x-4)-(-e™) =

[Klammer auflésen] = 2e™ — 2X-e*+4e™ =
-2x-e*+6e™ = [ausklammern] = €™ (-2X+6)

Lésung von Aufgabe 13

g'(x) = [Kettenregel] = 2e™*:(-2Xx) = -4x-e™

g'"(x) = [Produktregel] = -4-+(-4x)-(-2xe™) =
= -4.e*°+8x2-e™ = ™ (-4+8x2)

Lésung von Aufgabe 14
hi(x) = Yv-uv' — 2e™(e™+2)—(e*-5)2e™ _
v2 (e2x+2)2
2e*+4e> - 2e™+10e* 14e%

- (e2x+2)2 - (e2x+2)2

h(x]= matheseite
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Produktregel:
u=2x-4 = u'=2
v=e~ = Vv'=e™(-1)=-e*

Produktregel:
u=-4x = u'=-4
v=e™ = y'=e™(-2x)=-2xe™

Quotientenregel:
u=e*-5 = u'=e*.2=2-e*
v=e®+2 = V'=e®.2=2.%
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6 e-Funktionen

Lésung von Aufgabe 15

k'(x) = [Kettenregel] = 3-cos(1-e*)-(-4e*) = -12e*-cos(1-e*)

A.41.05 Integrieren (Basiswissen) ({f)

Die Stammfunktion eines e-Term bestimmt man so: f(x) = a-e®**
Der e-Term bleibt unverandert stehen und man teilt B v
durch die Ableitung der Hochzahl. = F(x) = -
Aufgabe 16

f(x) =3e™*+7

ax-6 1 ;
= F(x) = 3e” 5 H7X = 0,75e%° + 7x
Aufgabe 17
f(x) = 4e%>> - e*
0,5x 1 2x 1
= F(x) = 4e7—-—e”~ = 8e%* - 0,5e*
0,5 2
Zuerst ausmultiplizieren, da
Aufgabe 18 man Produkte nicht so einfach
f(x) = e?(e™ + 3e%) - aufleiten kann.
[Nur mit Produktregel (»A.41.06)]
= f(x) = e + 3e*™
-3x 1 4,5x 1 1 _-3x, 3 _45x 1 _-3x,2_4,5x
=e ——+3e"7" = —Ze +——e"7 = —Ze +ze”
= F(x) -3 4,5 3 4,5 3 3

A.41.06 Integrieren (Herausforderungen) (4f)

Die Stammfunktionen von e-Funktionen werden recht schnell kompliziert, wenn
man die Produktregel oder die Integration durch Substitution braucht.

In Aufgabe 19 und Aufgabe 20 sehen wir zwei Beispiele, die zwar hasslich
aussehen, deren Integration aber dann doch nicht so Ubelst schlimm ist.

Aufgabe 21 und Aufgabe 22 wird Produktintegration [=partielle Integration],

Aufgabe 23 und Aufgabe 24 wird Integration durch Substitution.

Aufgabe 19

f(x) = 0,5e*-(e***-4)?> Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x).
(Losung auf Seite 7)

Aufgabe 20
g(x) = (e 2;:” Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x).

(Lésung auf Seite 7)
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e-Funktionen 7

Aufgabe 21
Bestimmen Sie die Flache zwischen der wunderschénen Exponentialfunktion
f(x)=(-2x+6)-e™**? und der x-Achse im Intervall I=[0;3].

(Lésung auf Seite 7)

Aufgabe 22
f(x) = Bestimmen Sie die in Unendliche reichende Flache, die f(x)=x-e%>*!
mit der x-Achse bildet.

(Lésung auf Seite 8)

Aufgabe 23

f(x) = e¥*3.(e>*3-1)* Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x).
(Lésung auf Seite 9)

Aufgabe 24

2x
f(x) = :22: bildet mit der x-Achse und den Geraden x=a und x=2a eine Fléche.
Bestimmen Sie den Parameter a>0 so, dass die Flache einen Wert von 12
annimmt. (Lésung auf Seite 9)

Lésung von Aufgabe 19 (von Seite 6):

Wir multiplizieren einfach aus.

f(x) = 0,5e*-(e¥**-4)? = [Binom auflssen] = 0,5 (e*?-8e*'+16) =
= [ausmultiplizieren. Hochzahlen werden addiert!] = 0,5e*2-4e*'+8e*,

= F(X) — 0 Se4x 2 %ex—l_‘_%efo = [vereinfachen] = le4x72_4ex71_4e72x

[ee]

Lésung von Aufgabe 20 (von Seite 6):
Hasslich an f(x) ist, dass ein Bruch enthalten ist. Das Gute ist aber, dass im
Nenner keine Strichrechnung enthalten ist [also kein ,+" und kein ,-“]. Wir spalten
daher den Bruch auf, missen allerdings vorher oben die Klammer auflésen.

(e*-4P . e™_8e2+16 e™ _8e™ 16
= f(X)=7X =[Binom auflosen]=T—[aufspalten]=—e——+?—[kurzen]—
le3x 4ex+§=[umschreiben]=%e3x—4ex+sefx

Nun ist die Stammfunktion einfach.

1 3x 1 3x_ 4,.x 8 ,—x 1 .3x X -X
f(x) = —4e'+8e” o F(x) = 5,87 —je e = ce¥-4e’-8e
Lésung von Aufgabe 21 (von Seite 7): Produktintegration:
Wir brauchen das Integral f;(—2x+6)-e’“2dx und far Juv'=uwv - Jutv
Siehe Kapitel: »A.14.0
F(x) die3 Produktintegration [=partielle Integration]. u:_[2X+6K it u:Al; .
f (—2X+6) 7x+2dX — ViZeX2 o y=-g*t2
= [( 2x+6)-( 7X+2} Jl —2:(- e 2 )dx = [vereinfachen]

[(2X—6)~efx+2 0— f02efx+2dx = [integrieren]
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[(ZX_G).e‘X"Z 3 [2 "”2)]3 = [vereinfachen]
= [(2x—6)e 2 + 2. ™|,
[(2x-4)e ] = [(2-3—4)- -3

= [vereinfachen]

~[(2:0-4)e™?

Lésung von Aufgabe 22 (von Seite 7):

e-Funktionen

= 2-e'+4-e* = 30,29

Um Uberhaupt mal zu verstehen worum es im Detail geht, machen wir eine grobe
Skizze. Daflir brauchen wir die Nullstellen und das Verhalten links und rechts

von der Funktion [also fiir x»+co].
f(x)=0 = x-e%>=0

'd A
x=0" v  e%**1=Q [ein e-Term kann nie Null werden]

Man erhélt eine einzige Nullstelle: bei x=0

Verhalten von x—»=+co:

x=>+00 = f(x) =x:e%> >0
—00 —-e =0

X——00 :f(x)—xw—) -00

—-00 =—et®so0
- = =

(-00):(+00)—-0c0
Wir haben also eine Funktion, die im Ursprung eine

Nullstelle hat, links [bei x--00] runter [f(x)=y—--c] geht
und rechts [bei x»+»] an die x-Achse [f(x)=y-0] geht.

N(0]0)

0

|

Die Flache wird links offensichtlich von x=0 begrenzt, rechts ist sie jedoch
unbegrenzt. Wir missen also ein sogenanntes ,uneigentliches Integral® berechnen
[-»A.18.05]. Der ubliche Trick, ist eine Grenze rechts einzufiihren, die man irgendwie
nennt, z.B. x=z und zum Schluss z gegen Unendlich laufen lasst.

z
A(z) = J.o x-e ¥ dx = [Produktintegration]

— [X'(— —0,5x+1 % J‘ 1 —0,5x+1dX
— [_er 05x+1 f Je” 05x+1dX
_ [_zx.e70,5x+1]0 +[ 0255—0,5x+1
0
= [_zx.e—0,5x+1]0 —4e™ 5’“1} = [ausklammern]

= [(_22_4)_ -0,5z+1

= [(_ZX_4).e—O,Sx+1 .
— [(_22_4)_e—0,52+1

- [(_2.0_4)_e—o,5»0+1
— [_4.e1] — (-22—4)-e'°'52“+4e

Produktintegration:

Juv' =uwv - Ju'v
[Siehe Aufgabe 21 oder Kap. A.14.05]
0,5x+2

u=x v'=e’
= u'=1 - v=-e'°'5”2-1/(.0,5)
=_2_e70,5><+1

Nun lassen wir die rechte Grenze ins Unendliche laufen, also z—co.

limA(z) = lim (;z\z/ﬁ)-gf;l+4-e = (-0 )-0+4e = 4e

N Z9w
Z7o —-00 —e ™ *-0
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e-Funktionen 9

Lésung von Aufgabe 23 (von Seite 7):

Die innere Ableitung der Klammer ist ,2e**". Bis auf  Integration durch Substitution
die Konstante ,2" steht dieser Term vor der Klammer. dx = & [Kap. A.14.06]
Also wird Integration durch Substitution klappen. s o oes
F(x) = J e?*3.(e>*3-1)* dx = [Substitution] = userr-1 = u'=2e

— J'e2x+3_(u)4dx _ J‘e2x+3.(u)4d_l;l _

u
4 du 1 4 11 5
1 .5 L _ 1 (a2x#3_1)5
= 7o'Y = [Resubstitution] = 75 (e 1)

Losung von Aufgabe 24 (von Seite 7):
Die Flache mit der x-Achse berechnet man natlirlich mit dem Integral. x=a und
x=2a sind die Integralgrenzen. Dass das Ergebnis den Wert 12 annehmen soll,
ist uns vorerst egal.

2a 5

_ 12e* _— e _ Wahlt man den Nenner als
A = fa - 1dX [Substitution u=e>-1] = .U, so steht die Ableitung

x= 23 2a B davon im Zahler.
= [ B dx = ot = [ 125 o y s

x=a a u u u=e*-1 = u'=2-e

x=2a x=2a
1 d . . . e _du

= [u'=2-e*] = fx —a ny 4 = 12 f 1 du = Bei Substitution gilt: dx=%"/

6~[|n }X:Za = [Resubstitution uzezx—l] =
= 6.[In(e>~1)|" = [6:In(e**-1)]-[6:In(e**-1)] =
6-In(e*-1)-6- In(eza—l) = 6-[In(e**-1)-In(e*-1)] =
= [Logarithmenregel anwenden] = 6-In : 1
Diese Flache soll nun den Wert 12 annehmen
= 6-In|S ’1 =12

[Falls Sie das Gluck haben sollten einen GTR oder CAS verwenden zu dirfen, kdnnen Sie diesen
jetzt verwenden. Anderenfalls sollten Sie sich jetzt noch ein bisschen durchkdmpfen®.]

e*—1
6 In(emi1 =12 16
| e*—1 . . .
n 1] = 2 Im Zahler binomische Formel anwenden.
2a 2a
In[E=2 ) < 2
In(e®+1) =2 | O
e?+1 = e2 |-1
e? = e2-1 [ In()
= In(e2-1) [ :2

a = Y2-In(e2-1)
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10 e-Funktionen

A.41.07 Asymptoten ({ff)

e-Funktionen haben im Normalfall keine senkrechte et® 5 oo
Asymptoten, es sei denn der e-Term steht im
Nenner. In diesem Fall setzt man natirlich wieder den
Nenner gleich Null und I6st nach ,x" auf.

e*->0

Um waagerechte oder schiefe Asymptoten zu bestimmen, ldsst man x gegen =oo
laufen und guckt, was fur die Funktion f(x) rauskommt.

Wichtig hierbei ist: e”—c0, e*-0.

Das Hauptproblem bei Asymptoten liegt wohl darin, dass die Vorgehensweise neu
und ungewohnt ist und meistens schon allein beim Namen ,e-Funktion® der
Denkprozess aussetzt.

Aufgabe 25 [-siehe Aufgabe 31]
Untersuchen Sie das asymptotische Verhalten von: f(x) = 3e*!
Aufgabe 26 [-siehe Aufgabe 32]

Bestimmung der Asymptoten von: f(x) = e -3

Aufgabe 27 [-siehe Aufgabe 34, Aufgabe 49]
Asymptotisches Verhalten von: f(x) = (2x-4)-e™**!

Aufgabe 28 [-siehe Aufgabe 35]
Bestimmung der Asymptoten von: f(x) = 2e*~5e*

Aufgabe 29 [-siehe Aufgabe 36]
Bestimmung der Asymptoten von: fi(x) = (e*-t)?

Aufgabe 30 [-siehe Aufgabe 37]
Bestimmung der Asymptoten von: f(x) = (1-2x)-e%>

Lésung von Aufgabe 25:
fur x—»+0 geht x+1 — +oo, also wird aus f(x)=3e**! - f(x)= 3e*®
Da e*®—»+00, geht die Funktion gegen: f(x)—»3e**—-3:00-»+0c0

X+1

Mathematische Schreibweise: lim 3-€*™ =«

fir x—-00 geht x+1 — -0, also wird aus f(x)=3e*** - f(x)= 3e™®
Da e*-0, geht die Funktion gegen: f(x)-»3e**-3-0=0
Mathematische Schreibweise: lim 3-e*"' =0

In anderer Schreibweise:
X—-+00 =  f(X) - +o0
X—-00 = f(x)—- 0

Wegen f(x)—0, ist y=0 [die x-Achse] waagerechte Asymptote.f
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Lésung von Aufgabe 26:

Vorlberlegung: x—+00 = -3x-1--00 = e !5 *-0
X——00 = -3X-1-+400 = e*lset™®500

Limes-Schreibweise: lime>'-3 =0-3 = -3

X—+o0

lime> 13 =w-3=w

X——00

Alternativ-Schreibweise:
x—+00 = f(x)=e* -3 - 0-3 = -3
X——00 = f(x):e'3x_1—3 — 00-3 =
= waagerechte Asymptote bei y=-3

Lésung von Aufgabe 27:

Voriberlegung: x—+400 = -x—-00 = e>**'-e®-0 bei 0- 00 undbei o — o
X——00 = -X—400 = e*lset®s0 iberwiegt immer die e-Funktion
Limes-Schreibweise: lim (2x—4)e ™! = «-0 =
X>+0
lim (2x—4)e ™" = —0-0 = -

X=>—o0
Alternativ-Schreibweise:
X—+00 = f(x)=(2x-4)-e™*!' -5 00:0 = 0
x—-00 = f(x)=(2x-4)-e™*' - -00:00 = -00
Denkweise: x—+00 = f(x) - (2:00-4):e” - 00:e® - 0:0-0
X—-00 = f(x) > (2:(-0)-4)-e - -0-e*® - -c0-00 — -00

= waagerechte Asymptote bei y=0 (die x-Achse)

Lésung von Aufgabe 28:
VorlUberlegung: x—+00 = e*»00 und X—+00 = e >0
X——-00 = e*»0 und x—-00 = e -0

Limes-Schreibweise: lim 2e*-5e > = -0 = «
X—+o0o
lim 2e*-5e> = 0—w = —w
X——o0

Alternativ-Schreibweise:
X—+00 = f(x)=2e*-5e* - 0-0 = ©
Xx—-00 = f(x)=2e*-5e* — 0-o0 =-c0
keine Asymptoten [es kommt nirgends eine Zahl raus]

Lésung von Aufgabe 29:
Vorlberlegung: x—+0 = e*—co und x—-00 = e*-0
Limes-Schreibweise: lim (e”~t)’ = (o—t)* = (0)* =

lim (e*~t)* = (0-t)* = (~t)* = t2
Alternativ-Schreibweise:
X—+00 = f(x) - (e2*-t)? - (00-t)? » 02 — o
x—-00 = f(x) - (e*C?)-t)* - (0-t)* - (-t)* - t2
waagerechte Asymptote bei y=t2
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Lésung von Aufgabe 30:
Voriberlegung: x—+0co = e**-»00 und x—-00 = e%*-0
Limes-Schreibweise: lim (1-2x)-€%°* = (—w)w = —

X—+o0

lim (1-2x)€%% = (+)-0 = 0

X——00

Alternativ-Schreibweise:
Xx—+00 = f(x) - (1-0)-e***® - -00-e*® - -00-00 — -00
X—-00 = f(x) — (1+00)-e>*) - 00.e®— 00:0 — 0
y=0 (also die x-Achse) ist waagerechte Asymptote

Meistens ist es so, dass man, um Asymptoten zu .
berechnen, einfach den e-Term weglassen kann, { < Nette Eselsbriickel }
ebenso alles was mit ,,Mal" verbunden ist. o -
Das, was iibrig bleibt, ist die Asymptote.

- Leider stimmt das nur meistens, nicht immer.

- Diese ,Eselbriicke" zahlt nie als Begriindung!

(Es stimmt dann nicht, wenn in der Funktion zwei e-Terme
auftauchen, in deren Hochzahlen unterschiedliche Vorzeichen
auftauchen. [z.B. f(x)=e™+€*, oder siehe Aufgabe 28]).

Gehen wir Aufgabe 25 bis Aufgabe 30 nochmal mit dieser ,,Abklirzung" durch.

Aufgabe 31 f(x) = 3e**? [-siehe Aufgabe 25]
Wir lassen den e-Term weg und die , 3%, die mit dem e-Term mit ,Mal" verbunden
ist. Es bleibt nichts Gbrig! Die Asymptote ist also y=0.

Aufgabe 32 f(x) = e¥*-3 [-siehe Aufgabe 26]
Wir lassen den e-Term wegfallen, die ,-3" bleibt brig = die Asymptote ist: y=-3

Aufgabe 33 f(x)=3-2-e* [—siehe Aufgabe 47]
Wir lassen den e-Term wegfallen, die ,3" bleibt librig = die Asymptote ist: y=3

Aufgabe 34 f(x) = (2x-4)-e>*! [-siehe Aufgabe 27, Aufgabe 49]
Der e-Term fallt mit der Klammer ,(2x-4)" weg.
Es bleibt nichts Ubrig, die Asymptote ist y=0.
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Beide e-Terme fallen weg, es bleibt nicht (ibrig. « leider stimmt sie

Die Asymptote ware Null, was aber falsch ist.
Bei diesem Beispiel stimmt die Eselsbriicke NICHT.

Aufgabe 35 f(x) = 2e*-5e* [-siehe Aufgabe 28] ( - T

nicht immer.

Aufgabe 36 fu(x) = (e**-t)? [-siehe Aufgabe 29]
Der e-Term fallt weg, es bleibt (-t)? Gbrig.
Die Asymptote ist also y=t2

Aufgabe 37 f(x) = (1-2x)-e% [-siehe Aufgabe 30]
Der e-Term fallt mitsamt Klammer weg. Es bleibt
nichts Gbrig. Die Asymptote ist y=0.

Die Asymptotenbestimmung mit Hilfe dieser
~Eselsbricke™ ist auch sehr hilfreich bei der
Bestimmung von schiefen Asymptoten.

Schiefe Asymptoten erhdlt man bei e-Funktionen,
wenn der e-Term mit einem Term der Form ,,mx+b"
mit ,+" oder ,-" verbunden ist.

Aufgabe 38 f(x) = e®+3x
Der e-Term fallt weg, es bleibt ,3x™ Ubrig. y=3x ist
eine Gerade. Die schiefe Asymptote ist y=3x.

Aufgabe 39 f(x) = (x2-1)-e*"*+2x-3
Es gibt eine schiefe Asymptote bei y = 2x-3

Aufgabe 40 f(x) = 2-e*+e-x-4
Es gibt eine schiefe Asymptote bei y = e:x-4
(e-x ist kein e-Term!!)

Aufgabe 41 f(x) = e*(x+7)
Es gibt keine schiefe Asymptote. (Eine waagerechte bei y=0)

Aufgabe 42 f(x) = 1+2x+3e*
Es gibt eine schiefe Asymptote bei y = 1+2x

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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A.41.08 Asymptoten (Herausforderung) ({)

Aufgabe 43
Bestimmen Sie die Asymptoten von: f(x) = exe,z
Aufgabe 44

Bestimmen Sie die Asymptoten von: f(x) = (e*-t)?

Aufgabe 45
Bestimmen Sie die Asymptoten von: f(x) = (3x+5)-e%**2

Aufgabe 46

) L _ 2
Bestimmen Sie die Asymptoten von: f(x) = 0,440, 1.6 001

Lésung von Aufgabe 43:

Es fallt auf, dass die Funktion einen Nenner hat. Deswegen gibt es eventuell
senkrechte Asymptoten, denn diese berechnet man immer, indem man den Nenner
Null setzt. Damit haben wir eine senkrechte Asymptote bei:

Nenner=0 = e*-2=0 = =2 = x=In(2).

Um waagerechte Asymptoten zu bestimmen, lasst man x gegen +c bzw -oo
laufen.

[ee]

. . e 1
I|m [ausklammern und kiirzen] = lim (1 = 1(1-0) T 1

X=>+00 \ X=>+00 /e(’(

(o]

XILTOL = 02=0
0

Zusammengefasst:

Fir x—»+o0 laufen die y-Werte gegen 1 = waagerechte Asymptote bei y=1.
Fir x—»-oo laufen die y-Werte gegen 0 = waagerechte Asymptote bei y=0.
Diese Funktion hat also zwei waagerechte Asymptoten und eine senkrechte!

Lésung von Aufgabe 44:
Vorlberlegung: x—+00 = e*—»co und x—-00 = e*-0
In der Limes-Schreibweise: lim (e”~t)* = (o0—t)* = (0)* =

lim (e*~t)* = (0—t)° = (—t)* = t2
Alternativ-Schreibweise:
X—+00 = f(x) - (e**-t)? - (co-t)*> - 02 -
Xx—-00 = f(x) - (e*)-t)* - (0-t)* - (-t)* - t2
Es gibt eine waagerechte Asymptote bei y=t2.
Naturlich gibt es keine senkrechte Asymptote, da es ja keinen Nenner gibt.
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Lésung von Aufgabe 45:
Vorlberlegung: x—+oco = e%**?5e®50 und x—-00 = e%**"?5e**>00
In der Limes-Schreibweise: lim (3x+5)e ***? = (c0)-e™® = c0:0 = 0

X400

lim (3x+5)e %"*? = (-c0)-e*® = -00-00 = -00

X>—o0

Alternativ-Schreibweise:
Xx—+00 = f(x) = (3x+5)-:e%%*? - (0)-e® — 00 =0
x—-00 = f(x) = (3x+5)-e%"*? - (-00)-e"® — -c0-00 — -00
waagerechte Asymptote bei y=0.
Nattrlich gibt es keine senkrechte Asymptote, da es ja keinen Nenner gibt.

Lésung von Aufgabe 46:
waagerechte Asymptoten:

VorlUberlegung: x—+00 = %50 und x—-00 = e%%*5e** 500
2 2 2
o = f(Xx)= = =
= X—+00 = ( ) 0,4+0,1- 901 - 0,4+0,1.0 0.4 5
2 2

- f(x)= =
x—-co = f(x) 0,4+0,1e °°*  0,4+0,1.00

Es gibt also zwei waagerechte Asymptoten:

Eine bei y=5 [rechts, fiir x»0] und eine bei y=0 [links, fir x—-oo].
senkrechte Asymptoten:

Den Nenner Null setzen:

0,4+0,1.e%%* =0 |-0,4 |:0,1

e 00x = ¢4 « ein e-Term kann nie negativ werden!

= keine Lésung, also keine senkrechten Asymptoten.

A.41.09 von der Funktionsgleichung zum Schaubild ({ff)

Um das Schaubild einer Funktion zu skizzieren,
funktionieren meist folgende Uberlegungen:
— zuerst Uberlegt/bestimmt man die Asymptoten

— man bestimmt die Nullstellen [falls das umstandlich ist, kann man darauf verzichten]

- falls es schnell geht: schauen, ob die Funktion monoton ist bzw. ob sie immer oberhalb bzw.
immer unterhalb der x-Achse verlauft.

- in den Bereichen, in denen man immer noch keine Ahnung hat, wie die
Funktion verlauft, zeichnet man einfach Punkte ein [also irgendwelche x-Werte in
f(x) einsetzen und die y-Werte berechnen]

- hoffen und beten.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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Aufgabe 47
Fertigen Sie eine Skizze von f(x)=3-2-e™.

Aufgabe 48
Skizzieren Sie die Funktion f(x)=5-e%>*,

Aufgabe 49
Skizzieren Sie die Funktion f(x)=(2x-4)-e™**,

Lésung von Aufgabe 47:
—Es gibt eine waagerechte Asymptote bei y=3 [-siehe Aufgabe 33].
-Schnittpunkt mit der y-Achse: x=0 = y=f(0)=3-2-e°=3-2-1=1
—-Der Schnittpunkt mit der x-Achse lasst sich nicht in 5 Sekunden
bestimmen, den lassen wir weg, wir brauchen ihn auch nicht wirklich.
-Wir berechnen die Ableitung: f'(x)=-2-e *-(-1)=2e™
Da ein e-Term immer positiv ist, ist f'(x) immer positiv,
die Funktion f(x) steigt also immer.
Wir haben also folgende Infos:
Unsere Funktion hat bei y=3 eine waagerechte Asymptote,
schneidet die y-Achse bei y=1 [siehe linke Grafik] und sie steigt immer.
Also muss sie in etwa so aussehen wie in der rechten Grafik.
Ay Ay

y=3 y=3

l

Sy(0]1)

Lésung von Aufgabe 48:

—-Flr x»*xoo geht f(x) gegen Null, denn:

x-»00 = f(x) = 5:€% » 5.9 = 5.¢%°® » 5.¢°-5.0=0
X—-00 = f(x) = 5:€%%* » 5.0 (®)’=5.0>% 5. *55.0=0
[die Eselsbriicke von Seite 12 wiirde auch funktionieren]

—-Die Funktion ist achsensymmetrisch, denn es gibt nur gerade Hochzahlen.
Deswegen muss auf der y-Achse natirlich ein Extrempunkt liegen,
logischerweise mit dem x-Wert x=0.

Der y-Wert liegt bei y=5-e%°%=5.e°=5
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Lésung von Aufgabe 49:
-f(x) hat rechts, bei x—»+c0, eine waagerechte Asymptote bei y=0.

Links, bei x»-co geht f(x) runter [»Aufgabe 27, Aufgabe 34]
-f(x) hat eine Nullstelle bei x=2

denn: (2x-4)-e>**'=0, der e-Term wird nie Null = 2x-4=0 = x=2 [siehe auch Aufgabe 4]
-e’ kann man immer gut ohne Taschenrechner ausrechnen, also setzt man x=1 in
f(x) ein. x=1=y=(2:1-4)-e'"'=(-2)-e’°=-2:1=-2 = P(1]-2)
Wir wissen also, dass die Funktion links nach unten lauft und rechts asymptotisch
an die x-Achse. Bei N(2|0) gibt es eine Nullstelle. Von der Nullstelle aus gesehen,
muss die Funktion nach links unten laufen, denn sie muss ja zum Punkt P(-1|2)
hin. Von der Nullstelle wird sie vermutlich nach rechts oben laufen.

Mit all diesen Infos kann sich nach und nach zur Skizze hin arbeiten.

y

? r
1 1
y=0 N2o || S il Ny y=0 e

4
:
. =t + + N + + + ¥ t
1 % 1 AR J 1 1
}6} P(L1-2) ] f(x) i ; f(x)
P
|

A.41.10 vom Schaubild zur Funktionsgleichung ()

Wenn von der Funktion eine Gleichung gegeben ist [in Abh&ngigkeit von diversen
Parametern], SO ist die Sache normalerweise einfach: man setzt verschiedene Punkte
ein und hofft, dass man damit die Parameter bestimmen kann.

Bei e-Funktionen kann man oft noch die Asymptoten verwenden.

Aufgabe 50 Ay

Das Schaubild zeigt den Graphen der Funktion \

f(x)=a+b-e %> 1\ L
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung. ] ‘ T
Losung: y=-2

Zuerst fallt uns auf, dass der Graph eine waag-

erechte Asymptote bei y=-2 hat.
Die Gleichung der Funktion f(x)=a+b-e®** hat eine Asymptote bei y=a [man lasst den
e-Term weg und alles was mit ,Mal" verbunden ist]. ~ Daher gilt: a=-2

Wir wissen also bisher, dass die Gleichung lautet: f(x)=-2+b-e?,

Nun setzen wir noch einen Punkt in f(x) ein. Der Punkt (0]|1) ist so ziemlich der
einzige Punkt, dessen Koordinaten man gut ablesen kann. Also setzen wir die
Koordinaten dieses Punktes ein:

x=0 und y=1 in f(x)=-2+b-e:
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1=-2+b-e®° = 1=-2+b:1 = 1=-2+b = 3=b = f(x)=-2+4-e%.

Aufgabe 51

Das rechtsstehende Schaubild beschreibt den Graph
der Funktion f(x)=(ax2+bx+c)-e™. f(x)
Bestimmen Sie die Werte von a, b und ¢ mit Hilfe
des Schaubilds.

v

Lésung: \

Wir haben drei unbekannte Parameter [a,b,c]. Daflir missen wir drei Punkte
einsetzen. Man kann drei Punkte gut ablesen: P.(-1]0), P>(0|3) und P3(3|0).

P in f(x): 0=(a'(-1)*+b-(-1)+c)-eV

0=(a-b+c)-e? |:e!

O=a-b+c
P, in f(x): 3=(a:0%+b-0+c)-e™®

3=(0+0+c)-1 = 3=c-1 = c=3
Ps in f(x): 0=(a-3?+b-3+c)-e™

0=(9a+3b+c)-e |:e

0=9a+3b+c
Nun betrachten wir die Gleichungen aus P; und Ps; und setzen da c=3 ein.

O=a-b+3 bzw. 0=9a+3b+3

Es handelt sich um zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, die wir nun irgendwie
[6sen missen. Man kann z.B. in der ersten Gleichung nach ,a"“ auflésen und in die
zweite Gleichung einsetzen.

O=a-b+3 = b-3=a in zweite Gleichung einsetzen =
0=9:(b-3)+3b+3 = 0=9b-27+3b+3 = 0=12b-24 = 24=12b = b=2

b=2 und c=3 in die erste Gleichung einsetzen
0=a-2+3 = O0O=a+l1 = a=-1
Die gesuchte Funktionsgleichung lautet: f(x)=(-x24+2x+3)-e™

A
Aufgabe 52 f(x)\y
Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion, die
zum gezeigten Graphen gehort. 1\

X

Losung: ] P [
Wenn Sie von einer Funktion gar nichts gegeben
haben, also keinen Ansatz mit Parameter, wie im

Aufgabe 50 oder Aufgabe 51, so brauchen Sie wahrscheinlich immer nur:
f(x)=a+b-e**
Danach setzen Sie Asymptoten und Punkte ein.
In unserem Beispiel sieht man im Schaubild die Asymptote y=-1.
Die Funktionsgleichung f(x)=a+b-e* hat ,y=a" als Asymptote.

[siehe auch Eselsbriicke von Seite 12]

Daher muss gelten: a=-1 = f(x)=-1+b-e*x
Nun gibt es im Schaubild noch zwei Punkte, deren Koordinaten

man gut ablesen kann: P:(0[2) und P»(2]|0)
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Diese Punkte setzen wir ein.

P:(0]2) in f(x): 2=-1+b-e“® = 2=-1+b:1 = 3=b = f(x)=-1+3-e*~
P»(2]0) in f(x): 0=-1+3-e*? = 1=3.e* = !/;=e* =
1
= In('/3)=2k = k:|n£3) ~-0,55 = f(x)=-1+3-e79%°*
A.41.11 Funktionsanalyse von e-Funktionen (fff)

[wir rechnen alle Aufgaben ohne Verwendung von GTR oder CAS]

Aufgabe 53 f(x) = (2x-1)-e%>*!

Aufgabenstellung:

a) Untersuchen Sie f(x) auf Asymptoten, Nullstellen, Hoch-, Tief-, Wendepunkte.
Fertigen Sie eine Skizze von f(x).

b) Zeige dass F(x) = (4x-10)-e>>*! eine Stammfunktion von f(x) ist.

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente von f(x).

d) Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die von f(x), der Wendetangente und

der y-Achse eingeschlossen wird.
(Lésung auf Seite 20)

Aufgabe 54 f(x) = 2t-e* - 0,25-e* t>0

Aufgabenstellung:

a) Untersuchen Sie fi(x) auf Nullstellen, Extrempunkte, Symmetrie.
Skizzieren Sie fi(x) ( 1LE = 2cm)

b) Bestimmen Sie die Flache, die von fi(x) und den
Koordinatenachsen eingeschlossen wird.

c) Die Gerade x=u schneidet fi;(x) im Punkt A und die Funktion g(x)=2e™ in B.
Bestimmen Sie u<0 so, dass das Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C(0]|3)

maximalen Flacheninhalt annimmt.
(Lésung auf Seite 22)

Aufgabe 55 f(x) = (2-eX)?

Aufgabenstellung:

a) Kurvendiskussion, Zeichnung

b) Die Gerade x=u bildet flir ueR* mit f(x) und der waagerechten Asymptote von

f(x) eine Flache A(u). Bestimmen Sie A(u) sowie lim A(u),

U—+oo

c) Bestimmen Sie die exakten Koordinaten des Schnittpunkts der Tangente an f(x)
im Kurvenpunkt A(-In(4)|l) mit der y-Achse.

(L6ésung auf Seite 24)
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Lésung von Aufgabe 53 (von seite 19):
a)
Ableitungen [mit Produktregel]:
f'(x) = 2:e%**!' 4+ (2x-1)-0,5-e%>*! =
= [ 2+(2x-1)-0,5 1-e%>*' = [ 2+x-0,5 ]- €' = f'(x) = (x+1,5)-e%>**!
f'(x) = 1-e>™**+(x+1,5)-0,5-%>*! =
= [1+(x+1,5)-0,5]-€>>*! = [14+0,5x+0,75]-e*>*! = f''(x)= (0,5x+1,75)-e%>***
f'"'(x) = 0,5-e>**+(0,5x+1,75)-0,5-e%>* =
= [0,5+(0,5x+1,75)-0,5]-e%>**! = . = f"'(x)=(0,25x+1,375)-e%>**!
Das hamma ganz toll gemacht!
Asymptoten [= Verhalten fiir x—+oo ]
fir x—»+0c0 = f(x)— c0-e® - 00:00 — ©
fir x-»-c0 = f(x)—> -00:e” - -00:0 -0
Das sagt uns, dass die Funktion am rechten Rand
[bei x~+o] nach oben geht [f(x)—+o]
und am linken Rand der Zeichnung [x--«] gegen
die x-Achse geht [f(x)— 0]
Die x-Achse ist also waagerechte Asymptote [fiir x»-c0] waag.Asy. bei y=0

Nullstellen: f(x) =0
2x-1)-e%>*1 = 0
@ e

= 2x-1=0 g5+ =
x; = 0,5 k.L. - N(O,5]0)

Extrempunkte: f'(x) =0

x+1,5) - €% =0
(L5 - e
- x+1,5=0 ">+ = 0
X1 = -1,5 k.L.

Uberprifen in f'(x):

f'(-1,5) = (0,5 :(-1,5)+1,75)-e%> 13+ =1 28..>0= T(-1,5|?)
y-Wert: x=-1,5 in f(x) einsetzen

f(-1,5) = (2:(-1,5)-1 )-e% 13" = -4.e°% ~ -5,14 = T(-1,5|-4-e%*)

Wendepunkte: f'(x) =0

(0,5x+1,75)-e"5*1 = 0
— \
> 0,5x+1,75=0 e =0

X1 = _315 k.L.
Uberprifen in f''(x)
f"(-1,5) = (0,25 +(-3,5)+1,375 )-%° 391 ~
0,24+ 0=W(-3,5|7?)
far y-Wert x=-3,5 in f(x) einsetzen:
f(-3,5) = (2-(-3,5)-1)-e%5 35+ = _8.e075 ~
-3,78 = W(-3,5|-8-e%7%)

Zeichnung: -
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b)  Zeigen, dass F(x) = (4x-10)-e%>**! eine Stammfunktion von f(x) ist.

Dafiir kdnnte man f(x) aufleiten und sollte F(x) erhalten. f(x) ist aber ein Produkt aus zwei x-Termen,
welches man nur mit der Produktintegration aufleiten kann. Wenn Sie die Produktintegration aber nicht
gelernt haben oder nicht anwenden méchten, brauchen Sie eine Alternative.

Alternativ kénnte man die Stammfunktion F(x) ableiten. Wenn die Ableitung von

F(x) wieder f(x) ist, haben wir bewiesen, dass F(x) die Stammfunktion von f(x) ist.

So wollen wir denn F(x) ableiten. Mit der Produktregel nattrlich.

F'(x) (4).e0,5x+1 + (4x-10)-0,5 @05+l —
[4 + (4x-10)-0,5]-e%¥*! =

[ 4 + 2X—5 ]_e0,5X+1 = (2X_1),e0,5x+1 — f(X)

c) Die Wendetangente ist die Tangente im Wendepunkt.
Man konnte sie Uber y=mx+b berechnen oder Uber die
Tangentengleichung. Aus  unerkléarlichen Sympathiegriinden
bevorzuge ich die Methode Uber die Tangentengleichung.

yr = f'(u)-(x-u)+f(u)
u ist der x-Wert des Wendepunkts, also u=-3,5
= yr = f(-3,5)(x-(-3,5))+f(-3,5)
= -2-e%7%.(x+3,5) - 8-e%7° =
= -2.@075.x — 7.@075 _ 8g 075 = -
Man kdénnte die Tangentengleichung natirlich auch gerundet, in
Kommazahlen angeben. Das ware dann: yr = -0,94x-7,09

d) Die Flache, die von f(x), der y-Achse und der
Wendetangente eingeschlossen wird, ist in neben-
stehender Skizze schraffiert eingezeichnet.
Man berechnet sie natirlich mit dem Integral.
Die Integralgrenzen sind x=-3,5 [x-Wert des Wende-
punktes] und x=0 [y-Achse], oben wird die Flache durch
f(x) begrenzt, unten durch die Wendetangente y.

0
= A = [ fx)-y.dx =
2 l(2x-1)%5 )|~ 2e *7*x—15e *7%|dx =

0
X—1)e™ +2e - x+15e X =
735(2 1 0,5x+1 2 0,75 15 075d
[die Stammfunktion von f(x) wurde uns schon in Teilaufgabe
b) angegeben. Es gilt: [f(x)dx = F(x) = (4x-10)-e%>*!]
0
(4x—10)e> 14 2e‘°'75~%x2+15e‘°'75-x] =
-3,5
0
[ (4x-10)€"™ +e %75x2+15e %7°x |, =
= [(4-0-10)-€>5%*1+¢075.02+15€°7%.0] -

u=4x-10 = u'=4
v=g05x+l = v'=0,5-e0%1

f'(-3,5)=(-3,5+1,5)-%5 39+
— _z_e—0,75

f(-3,5)= -8-07

(siehe Berechnung des Wendepunktes)

yr = -2:%7%.x-15:¢%7
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[(4:(-3,5)-10)-e%° (321 4+g07%.(-3,5)2+15e%7%:(-3,5)] =

h(x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe

[(-10)-e! + 0 ] - [ (-24)-e*75+12,25e°75-52,5e075]
[ -10e ] - [ -64,25-e%7° ] = 64,25e*7°-10e ~ 3,17 Schon wars!
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22 e-Funktionen

Lésung von Aufgabe 54 (von Seite 19):

a)
Ableitungen:
fi'(x) = 2t-(-1)-e* - 0,25-2-:e* = -2te™ - 0,5e*
fi'(x) = -2t-(-1)-e* - 0,5:2:e™ = 2te™ - &>
fi'"'(x) = 2t-(-1)-e* - 2-e* = -2te™ - 2e*
Asymptoten [ Verhalten von f(x) fiir x »+oo]
fur x »+00 = f(x) -» 2t-e®- 0,5-e** -» 2t-0-0,5-00 - -c0
fur x »-o0 = f(x) -» 2t-e**-0,5-e**) > 2t-00-0,5-0 » +0o0
D.h. am rechten Rand unserer Zeichnung geht die
Funktion "runter, am linken Rand geht sie hoch.
Nullstellen:
fi(x) =0
2te™-0,25e* = 0 umschreiben
% -0,25e* =0 | - e [Nenner wegmachen]
2t - 0,25e* =0 | + 0,25e>
2t = 0,25e* | : 0,25
8t = e* [In()
In(8t) = 3x |3
- x = Lin(8t) 5 N(%-In(St)‘O)
Extremstellen: A
fl(x) = 0 1
-2te™-0,5e* = 0 umschreiben f,(x)
—% -0,5e>* =0 | - e [Nenner wegmachen]
-2t-0,5e>* =0 | + 2t
- 0,5e* = 2t |:(-0,5)
e = -4t
k.LOds. (ein e-Term kann niemals <0 sein )
= keine Extrempunkte
|
Zeichnung von fi(x) -
b)

Die Flache, die von fi(x), der x- und der y-Achse eingeschlossen
wird, ist in der unteren Skizze schraffiert eingezeichnet.
Man berechnet sie natirlich mit dem Integral.

Die Integralgrenzen sind x=0 [y-Achse] und X= %In(St) [die Nullstelle], oben wird die
Flache durch fi(x) begrenzt, unten durch die x-Achse.

J*—;In(8t) ft(X)dX — J";'n(St) 2t.e—x_0,25.e2xdx -

0 0
1
2t __x 0,25 _ox gln(8t
= | e -2
[—1 2 ]

= A

) 1n
= [_2te*-0,125e>]y " =
0

h(x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe
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e-Funktionen 23
= [-2te™"™' 0,125 || 2te’~0,125¢*°| = !
= | _2te"®_0,125.e"®"] [ _2t1-0,1251] =@ £
= _2t(8t) °—0,125(8t) + 2t+0,125 = @
= _2t8 *t °*~0,125-8*t° + 2t+0,125 = \
- —2t-§-t’3—0,125-4-tg + 2t+0,125 =
= —t°- 0,5t + 2t+0,125 =
= —1,5-t5_+ 2t+0,125 =
= —1,53t2+2t+0,125
c)
Zuerst zeichnet man die Funktion g(x)=2e™ ein,
danach die Gerade x=u. Letztere ist eine Parallele zur
y-Achse, die links von der y-Achse liegt (u<0). C(0]3)

Die Schnittpunkte von x=u mit f(x) bzw. g(x) sind die
Punkte A und B. Zusammen mit C(0|3) ist nun ein
sehr kleines Dreieck entstanden.

Als Grundlinie des Dreiecks wahlt man am besten die
Strecke AB. Deren Lange ist die Differenz der y-Werte
AB = g(u)-fi(u) = 2e" - (2e¥-0,25-e*") = +0,25e*
Die Hohe des Dreiecks ist der [waagerecht gemessene]

Abstand vom Eckpunkt C zur Grundseite AB. [Diese
Hoéhe liegt zwar auBerhalb des Dreiecks, aber das ist egal].

Diesen Abstand von C zur Strecke AB berechnet man
Uber die Differenz der x-Werte. = h=xc-Xa=0-u=-u
Somit erhalten wir fir die Flache des Rechtecks ABC
die Flacheninhaltsformel:

A(u) = 2-g-h = %2 - 0,25e*" - (-u) = -0,125u-e® «

Berechnet man den maximalen Flacheninhalt,
so muss A'(u)=0 gesetzt werden.
A(u) = -0,125u-e*

A'(u) = [Produktregel] =
= -0,125-e* - 0,125u-2e* =
= -0,125-e* - 0,25u-e* = e**:(-0,125-0,25u)
A'(u)y=0 = e*(-0,125-0,25u) =0
e?'=0 -0,125-0,25u =0 |+0,125
k.LOs. u=-0,>5

[Streng genommen miusste man jetzt u=-0,5 noch in A"(u) einsetzen und sich davon

dass tatsachlich ein Maximum vorliegt. Das erspar’ ich mir jedoch.]
Fir u=-0,5 ist der Flacheninhalt von ABC maximal !

1 Logarithmenregel anwenden: %In(Bt) = In((8t)})
2 Logarithmenregel anwenden: e"® = A

8§ = ii/gz = 22 =4
h[x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe

h

Falls man den GTR benutzen
dirfte, so kdnnte man sich ab
dieser Stelle einfach das
Maximum von A(u) be-
stimmen lassen.

u=-0,125-u u'=-0,125
v = e v = 2-.e

1:(-0,25)

Uberzeugen,
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24 e-Funktionen

Lésung von Aufgabe 55 (von Seite 19):
Ableitungen:
fur die erste Ableitung gibt es zwei Mdglichkeiten:
» f(x) ausbinomieren und dann ganz normal ableiten:

f(x) = 4-4e*+e> = f'(x) = +4e*+(-2)e™
> f'(x) mit der Kettenregel berechnen innerer Term: 2_ex
f(x) = (2->)* = innere Ableitung: +e

f'(x) = 2-(2-e™)1-e* = 4e*-2e*

f'(x) = 4:(-1)-e” - 2:(-2)-e> = -4e™ + 4e
fm(x) - _4,(_1).e—X + 4.(_2).e-2x = 4e* - 8e'2x

Asymptoten [ Verhalten von f(x) fir x »+co ]
fur x »+00 = f(x) » (2-e°)2 - (2-0)2 - 4
fir x »-00 = f(x) =» (2-e**)2 -» (2-0)2 = (-00)2 = +00
D.h. am rechten Rand der Zeichnung geht die Funktion
gegen y=4, am linken Rand der Zeichnung geht sie hoch.
= waagerechte Asymptote bei y =4

Nullstellen:
Wir haben f(x) in zwei Darstellungsformen:
Erstens f(x)=(2-e€™)2 und zweitens f(x)=4-4e>+e >,
Die letzte Form ist dabei etwas ungeschickter, man musste e*=z substituieren.
Die erste Form ist daher besser.

f(x) =0
(2-e)2 =0 K
2-e* =0 | +e>
2 =e~ [ In(..)
In(2) =-x = x=-In(2) = N(-In(2)]0)
Extrempunkte:
f'(x) =0
4e*-2e> =0 ( 2e™* ausklammern )

2e* - (2-e) =0
v
2e*=0 2-e*=0
k.LOs. e*=2
-x = 1n(2) = X =-In(2)

Uberprifen in f"'(x):
f”('ln(Z)) = _4e+ln(2)+4e+2-ln(2) = _4eln(2)+4eln(22) = (1)
=-42+422=-8+416=+8>0 = TP

y-Wert: f(-In(2)) = (2-e*"®)2 = (2-2)2 =0 = T(-In(2) ] 0)
Wendepunkte:
f'(x) =0
-4e* + 4> =0 ( 4e™ ausklammern )

i/e'x . (-1+\ej) =0
1 Logarithmenregeln: A:In(B)=In(B*) und e"®W=A
© Havonix 2017 h[x]= matheseite
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e-Funktionen 22
4e—><=0 _1+e'x = o f‘y
k.LOs. e =1
x=In(1)=0 = x=0 fo 1
Uberprifen in f''(x): L=
f"(0) = 4e°-8e° = -4+ 0 > WP €
y-Wert: f(0) = (2-€°)2 = (2-1)>’=1 2|
-~ w(o]|1) "
N — gttt
Zeichnung - T

b) Die Gerade x=u ist eine senkrechte Gerade.

Die waagerechte Asymptote haben wir bereits in Teilaufgabe a) berechnet.
(Hatten wir das vorher nicht gemacht, missten wir’s an dieser Stelle nachholen).

Diese waagerechte Asymptote ist y=4.
(Die Flache zwischen y=4, f(x) und x=u ist rechts eingezeichnet.)

Die Flache wird oben durch y=4 begrenzt, unten durch die Funktion f(x).

Die rechte Integralgrenze ist bei x=u, die linke
Integralgrenze ist beim Schnittpunkt, welchen wir
dummerweise noch nicht haben.

Also berechnen wir den Schnittpunkt von f(x) mit
der Geraden y=4.

f(x) =4
(2-e*) =4 v
2—:3/"‘ =2
2-e*=-2 2-e*=+2
_e'X - - _e-x —
er=4 k.LOs.
-x=In(4)
x=-In(4) = Schnittpunkt bei x=-In(4)
A(u) = J.—L:n(4) 4-f(x)dx = fjnm) 4-2-e"fdx =

[ had-la-de>ve™ldx = [, 4e™—edx =

—In(4)

u u
= _4e—X_L.e—2x = [_4e_x+l'e_zx =
-2 —In(4) 2 in4)
= —4e’“+%~e’2u —{—4e+'"<4>+%.e+2-ln(4> 1) _
— _4e—u+%.e72u _{ _4e+|n(4)+%.eln(42) _
= |desle™ —{4-4%-42} _
= —4e’”+%-e’2u —|-16+8] = —4e’”+%-e*2“+8 -

Wenn man mal A(u) bestimmt hat, ist limA(u) gar

u—oo

nicht mehr so schwer. Man denkt sich statt dem ,u"

1 Logarithmenregeln: A:In(B)=In(B*) und e"®W=A
h[x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe
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Das Binom muss aufgeldst
werden, da die innere Ab-
leitung nicht nur eine Zahl ist.
Die hintere Klammer k&nnte
man auch in den GTR
eintippen, falls der GTR bei
der Aufgabe erlaubt ist.

A(u) = —4e‘”+%~e‘2”+8
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26 e-Funktionen

ein ,,00" und halt sich vor Augen, dass e =0 geht.
limA(u) = Iim—4-e’“+%-e’2“+8 =-4.0+%:0+8 =8 = I|imA(u)=8

Uu—oo U—oo u—oo

Man muss die Gleichung der Tangente natlrlich von Hand rechnen [also ohne GTR

oder CAS], da die exakten Koordinaten des Schnittpunktes gefragt sind.

Wir bemiihen die Tangentengleichung... [der Ansatz iiber y=m-x+b ware auch méglich]
Yrang = f'(U)-(X=u)+f(u)

u ist der BerUhrpunkt der Tangente, das ist der x-Wert von A = u=-In(4).

= f'(u) = f'(-In(4)) = 4e*"W-2e*2®) = 4e"®_2e"*) = ) = 4.4-2.42 = -16

= f(u) = f(-In(4)) = (2-e"™"®)2 = (2-4)? = (-2)’ =4

u=-In(4), f'(u)=-16 und f(u)=4 in ymns einsetzen ...
= Yrang = -16:(x-(-In(4)) + 4 = -16:(x+In(4)) + 4 = y=-16x-16In(4)+4

Den Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse erhalt man, indem man x=0 in
die Tangente einsetzt. [Jeder Punkt auf der y-Achse hat den x-Wert x=0.]

x=0 in die Tangentengleichung:
= Ytang = -16:0-16:In(4)+4 = -16:In(4)+4 = S,(0]-16:In(4)+4)

1

Logarithmenregeln: A-In(B)=In(B*) und e"W=A
© Havonix 2017 h[x]= matheseite
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