A13 Ableitungen
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2 A13 Ableitungen

A.13 Ableitungen

» Es gibt die Ableitungen von einfachen Funktionen,
die immer die Form haben:
Zahl-x#" + Zahl-x%"+... [z.Bsp. X'+4x>-7x*+5x-2]

» Es gibt die Ableitungen der verschiedenen Funktionstypen [e-Funktionen, sin- und
cos-Funktion, Briiche, ...], die wir in Kap A.41 - Kap A.45 genauer behandeln.

» Kompliziertere Funktionen, die man mit der Produkt-, Quotienten- oder
Kettenregel ableiten muss.

A.13.01 Ableitungen von einfachen Funktionen ()

Potenzen leitet man so ab: die Hochzahl vom x-Term
kommt mit ,mal"“-verbunden vor den Term, die neue

Hochzahl wird um 1 kleiner. f(x) =ax"

Aus x* wird also 4-x3, aus 4x3 wird 4:3:-x2=12x2 : -

Bei Termen der Form ,Zahl-x* féllt das ,x* weg. f'(x) = a:n-x

Aus ,,5x" wird also ,,5".

Zahlen, die kein ,,x" haben, fallen weg.

Aufgabe 1 f(x) = sin(x)

Leiten Sie die Funktion f'(x) = cos(x)
f(x)=x*+4x>-7x*>+5x-2 zwei mal ab.

Aufgabe 2 1e9) = El,

Bestimmen Sie die f'(x) und f''(x) von: f'(x) = -sin(x)
f(x) = x>+4x*-2x3-5x>+3x+3,2

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ableitung von: f(x) = 2-sin(x)

Aufgabe 4

Leiten Sie ab: f(x) = -3-cos(x)+4x-5 f(x) = a-e**

Aufgabe 5 fl(x) = a-k-e¥*

Bestimmen Sie die Ableitung von: f(x) = 5-e**-1
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Lésung von Aufgabe 1:

f(x) = x*+ 4x> - 7x* + 5x -2  ableiten ...

f'(x) = 4-x34+4-3x2-7:2x + 5 vereinfachen ...
= 4x3 + 12x2 - 14x + 5

[Will man f’(x) ein weiteres Mal ableiten, dann ist das die zweite Ableitung.]
fi(x) = 4x3 + 12x2 - 14x + 5
f'(x) = 4:3x2 + 12:2x - 14

= 12x2 + 24x - 14

Lésung von Aufgabe 2

f(x) = x°+4x*-2x*-5x*+3x+3,2

f'(x) = 5x*+4-4x3 -2:3x* -5:2x + 3
= 5x* +16x> - 6x* - 10x +3

f'(x) = 20x3+48x2-12x-10

Lésung von Aufgabe 3
f(x) = 2-sin(x) = f'(x) = 2-cos(x)

Lésung von Aufgabe 4
f(x) = -3:cos(x)+4x-5
f'(x) = -3-(-sin(x))+4 = 3-sin(x)+4

Lésung von Aufgabe 5
f(x) = 5-e*-1 = f'(x) = 5-2e* = 10-e*

A.13.02 Einfache Wurzeln und Briiche ()

Wurzeln und Briche kann man haufig umschreiben.
Bei Briichen der Form %T bringt man den Nenner von
unten hoch, in den Zahler, in dem man das
Vorzeichen der Hochzahl andert.

Wurzeln schreibt man zu Potenzen um. [Die Hochzahl
wird ein Bruch. Siehe Beispiele].

Wurzeln und Brliche
sollte man zuerst

besser umschreiben.

Aufgabe 6
Schreiben Sie folgende Funktionen in die Form a-x" um

5 2 4 . 12
f(x)=1 g(x)=3.¢ h(x)=+, i(X)=5-
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Aufgabe 7

Schreiben Sie folgende Funktionen in die Form a:x" um

f(x)=1x g(x)=4x h(x)=3x i(x)=%x2.
Aufgabe 8

Bestimmen Sie die Ableitung von f(x)=3vx + 4x

Aufgabe 9 d Tonikum von Weleda N
Bestimmen Sie die Ableitung von f(x)= > + = gibt es nicht in Kanada.
X 5x Daher die Geschaftsidee:
\Sfﬁénheitscremes nach UberSf:E!/
Aufgabe 10
4 25 _ \[x 5 -8

g(x) = 3x"+2x x+X3+4X +7
Bestimmen Sie die Ableitung von g(x).
Lésung von Aufgabe 6
f(x)=5-x" 9(x)=35%"° h(x)=5x " i(x)="¢ %’
Lésung von Aufgabe 7
f(x) = x* g(x) = 4x? h(x) = x° i(x)=x®
Lésung von Aufgabe 8:
f(x) umschreiben: f(x) = 3x%° + 4x
f(x) ableiten: f'(x) = 3-0,5x>**+4 = 1,5x°%° + 4
Falls man mdchte, kann man f'(x) wieder umschreiben:
F(x)=1,5x%5+4 = 3 3s+4 = S-+4
Lésung von Aufgabe 9:
f(x) umschreiben: f(x) = 3X° + 2
f(x) ableiten: Fx) = 3(=3)x" + 2(-2)x7 = -9x7" - T
Falls man mdochte, kann man f'(x) wieder umschreiben: f'(x)= *% - 5
Lésung von Aufgabe 10:
Zuerst schreibt man g(x) um zu:
g(x) = 3x* + 2x*® - x> + 5x® + 4x* + 7
Jetzt kann man g(x) ableiten.
g'(x) = 3-4x3+2:2,5x*°-0,5x%°+5:(-3)-x*+4-(-8)-x7°

© Havonix 2017 h[x]= matheseite

www.mathe-seite.de Die gute Seite an Mathe


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

A13 Ableitungen 5

= 12x> + 5x* -0,5x°%° - 15x* - 32x7°
g"(x) = 36x*> + 7,5x% +0,25x"° + 60x™ + 288x*°

Man konnte die Ableitungen wieder umschreiben zu:
gl(x)=12x% + 5/x3 — L 15 _ 32 bzw

g"(x) = 36x% + 7,5Vx — 4% _ 60 _ 288

Vx x° x'°

A.13.03 Ableitungen von Verkettungen (Kettenregel) ({f)

Die Kettenregel wendet man an, wenn man verschachtelte Funktionen hat.
[,Verschachtelte Funktionen" bedeutet normalerweise: Funktionen mit Klammern drin.]

Die Formel fir die Kettenregel finde ich etwas

unschon. Die Kettenregel sagt im Prinzip aus, dass

man die innere Ableitung beachten muss [falls eine f(x)= u(v(x))
vorhanden ist]. ¢

f'(x)=u'(v(x))-v'(x)

Aufgabe 11

Was ist die Ableitung von  f(x) = (2x+5)?® ?

Aufgabe 12

Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

f(x)=2:(4x+5)? g(x)=3-(1+0,5x)? h(x)=6-(5-2x2)* i(x)=0,5-(8-x)".
Aufgabe 13

Bestimmen Sie die Ableitung von: j(x) = vx2-4 .

Die Kettenregel sagt, dass man
immer die innere Ableitung

Lésung von Aufgabe 11:

Um f(x) abzuleiten, denkt man zuerst nur an (...)*.
(...)** abgeleitet ergibt 13-(...)*.

Erst anschlieBend betrachtet man das Innere der
Klammer ,(2x+5)", leitet dieses zu ,2" ab und hangt
diese ,,2" hinten an die Ableitung dran.

f(x)=(2x+5)* gibt abgeleitet: f'(x) = 13-(2x+5)'%-2

hinter die Funktion dran
hangen muss [sofern eine
innere Ableitung existiert] !
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Lésung von Aufgabe 12:

f(x) = 2-(4x+5)° = f(x) = 2-3-(4x+5)%4 = 24-(4x+5)?
g(x) = 3:(1+0,5x)* = g'(x) = 3-8:(1+0,5x)"-0,5 = 12-(1+0,5x)’
h(x) = 6:(5-2x2)* = h'(x) = 6:4-(5-2x2)%(-4x) = -96x:(5-2x2)?
i(X) =0,5:(8-x)° = i"(x) =0,5(-3)(8-x)*(-1) = +1,5-(8-x)"

Lésung von Aufgabe 13:

Um ableiten zu koénnen, muss man die Wurzel als
Klammer hoch 0,5 umschreiben: +x2-4 = (x2-4)%°
= J0) = (x>-4)°*

= j'(x) = 0,5:(x2-4)%>"1(2x) = x+(x2-4)"°

Man kénnte j'(x) jetzt noch umschreiben zu:

it = w.(x2-4)05 — X S S e
j'(x) = x:(x2-4) 24" = x> 4 )

Um Wurzeln abzuleiten,
sollte man diese immer

erst umschreiben.

A.13.04 Ableitungen von Produkten (Produktregel) (&)

Die Produktregel (sie heiBt auch ,Leibnizregel™)

verwendet man selbstverstandlich dann, wenn man f(x)= u-v
ein Produkt ableiten muss. a

z.Bsp. ist das zwingend notwendig bei: f'(x)=u"-v+u-v
f(x) = x-sin(x) oder g(x) = (x-2)-e*™.

Bevor wir uns jedoch an Themen von Kap.A.41 und
A.42 wagen (Sinus- und e-Funktionen), Uben wir
Leichteres.

Aufgabe 14
Leiten Sie f(x) mit Hilfe der Produktregel einmal ab: f(x) = x2:(x3+2x+3) .

Aufgabe 15
Leiten Sie f(x) = (x2—4x)/x ab!

Aufgabe 16
Bilden Sie die Ableitung von: f(x) = (2x3+3x-1)-(2-x°) .
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u =x2
Lésung von Aufgabe 14: u' = 2x
f'(x) = %-(x3+2x+3) + >_<3-(3x2+2) V = X3+2x+3
u’ v u v’ ' — 2
[Zum Vereinfachen kdnnte man jetzt noch die Klammern aufldsen.] v 3x2+2
Lésung von Aufgabe 15: U = x2-4x
F(x) = (2x=4)}Vx + (x2-4x)o= = ... u' = 2x-4
N _ /o — 0,5
[Konnte man jetzt ebenfalls noch vereinfachen...] vV Eax =X 1
v' = 0,5x% = 57X
VX
Lésung von Aufgabe 16:
f'(x) =u"v+uv' =
= (6x*+3)-(2-x°)+(2x3+3x-1)-(-5x*) = X
[vereinfachen] = 2X2+3X_1
"= 6x°+3

u
12x?-6x"+6-3x° - 10x7-15x°+5x* = u '
= -16X-18X°+5x*+12x2+6 v =2-X
[Brauchte man noch f'"(x), ginge das jetzt auch ohne Produktregel.] v = -5x

f'(x) = -112x%-90x*+20x3+24x

A.13.05 Ableitungen von Briichen (Quotientenregel) [Kotz-Enten-Regel] ()

Bruch-Funktionen heiBen eigentlich gebrochenratio-

nale Funktionen und sind in Kap.A.43 ausflhrlicher f(x)= u
beschrieben [DownLoadCenter von www.mathe-seite.de]. \'4

Wir gehen daher hier nur kurz auf die Quotientenregel U

ein. Nennen wir also den ‘Zéhler [=das Obere] ,u“, und f(x)= u'v—u-v'

den Nenner [=das Untere] ,V". v2

Den Bruch leitet man dann wie rechts beschrieben ab.

Aufgabe 17

Bilden Sie die Ableitung von f(x) = X;ffz
Aufgabe 18

Bilden Sie die Ableitung von f(x) = % .
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Lésung von Aufgabe 17:

3x2-4x)-(x2+1)— (x3—2x2)(2x u = x3-2x2

fI(X) — ( X X) (X (:‘(21152)( )( ) u' = 3x2 — 4x

_(3x*+3x°-4x’-4x) - (2x"-4x°) V, f )2(2+1

- (x2+1)? vi=eX

_ x*+3x%4ax

T (x2+1)?
Lésung von Aufgabe 18: u = 8x-20

u=2=8
f'(X) _ 8~(x+2)—(8)§—20)-1 _ 8x+16—8;(+20 _ 36 . vV = x4+2
(x+2) (x+2) (x+2) V=1
A.13.06 Kombination der Ableitungsregeln (§)
Aufgabe 19
Leiten wir f(x) = 3x*(2x+1)* ab.
Aufgabe 20
2
Wir wollen unbedingt drei Ableitungen der Funktion: f(x)=22XX7t?(
Aufgabe 21
Bestimmen Sie die erste Ableitung von: f(x) = 2x-cos(6x) .
Lésung von Aufgabe 19:
[Wenn man f(x) betrachtet, sieht man zwei Terme, die mit ,mal"
verbunden sind: nédmlich ,3x2" und ,(2x+1)*". u = 3x2
Daher braucht man die Produktregel. Ein Teil des Produkts ist u' = 6Xx
v=(2x+1)%. Um dieses abzuleiten, braucht man die Kettenregel.] v = (2x+1)*
V' = 4-(2x+1)32

f'(x) = 6x-(2x+1)* + 3x2-8(2x+1)? = 8-(2x+1)?

) ) N [v': Uber Kettenregel]
[hier kann man noch vereinfachen, wenn man (2x+1)’ ausklammert]

(2x+1)° - [ 6x:(2x+1) + 3x2:8 ] =

(2x+1)% - [ 12x2+46x + 24x2 ] =
= (2x+1)% - ( 36x2+6X )
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Lésung von Aufgabe 20:
2X2+4X
f)="2xs
[Wir brauchen natirlich die Quotientenregel. Fir f"(x) und f"'(x)
werden wir nachher zusatzlich auch noch die Kettenregel brauchen.]

. _ [(4x+4)(2x=5)—-(2x2+4x}(2) _ 4x2-20x-20
() = s == st

nachste Ableitung:

. _ (8x=20)(2x-5)"—(4x2-20x-20)4(2x-5) _
Fi0x) = (2x=5)" =

[die Klammer ,(2x-5)" einmal ausklammern, dann kirzen]

=M[(Sx—20)~(2x—5)—(4x2—20x—20)-4] _

(2x-5)%
(8x—20)(2x-5)—(4x2-20x-20}4 180
- (2x-5) Tt T (2x=5)

nachste Ableitung:

_ 0(2x-5)°-180-6(2x-57 _
e = (2x-5F B
_ -1080(2x=5)° _ -1080
- (2x=5¥  (2x-5)*

Lésung von Aufgabe 21:
f(x) = 2x-cos(6x)

f'(x) u-v+u-v' = 2:cos(2x)+2x-(-sin(6x)-6) =

2cos(2x) — 12x-sin(6x)

h(x]= matheseite
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= 4x2-20x+20
= 8x-20

= (2x-5)?

= 2-(2x-5)'-2
= 4-(2x-5)

': Uber Kettenregel]

= 3:(2x-5)%2
= 6-(2x-5)?

": Uber Kettenregel]

<<cc
[T

2X
2

cos(6x)
-sin(6x)-6
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