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V.07 Pyramide

K

V.07.01 Ebene mit Koordinatenebenen ()

Wenn eine schiefliegende [=beliebige] Ebene die drei Koordinatenebenen schneidet,
entsteht auch eine Pyramide. (Namlich eine dreiseitige Pyramide.) Nett ist hierbei,
dass man zwischen drei Kanten [den Koordinatenachsen] rechte Winkel hat.

Das einzig Doofe, was man machen kann, ist dabei die Ebene E als

Pyramidengrundflache zu nehmen und den Ursprung als Pyramidenspitze.
[In der Zeichnung N ware das, das Dreieck S;S,Ss als Grundflache zu nehmen]

Geschickt ist folgenden Methode: man nimmt z.B. das (rechtwinklige) Dreieck
S:S,0 als Grundflache und S; als Pyramidenspitze.

Aufgabe 1
Die Ebene E : 2x:+3x.+x3=12 bildet mit den Koordinatenachsen eine Pyramide.
Bestimme ihr Volumen!

Lésung:

Zuerst bestimmen wir die Schnittpunkte der Ebene
mit den Koordinatenachsen [die Eckpunkte unserer
pyramide]. Das sind die drei Spurpunkte der Ebene
S1(6]0]0) S»(0]4]0) und S3(0|0|12) und dann
natdrlich noch der Koordinatenursprung 0O(0]0]|0).
Wenn wir also tatsachlich das Dreieck S:S,0 als
Grundflache nehmen, ist das ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Katheten die Lange 6 bzw. 4
haben.

Die Grundflache der Pyramide ist also:

Gfl = %-g-h = %-6-4 =12
Die Hohe der Pyramide hat die Lange 12, sie ist

namlich der Abschnitt auf der xs;-Achse.
Damit gilt flir das Pyramidenvolumen:

vV, = %GfI-H = %12-12 = 48

Pyr
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V.07.02 senkrechte quadratische Pyramide (f)

Erstens: Was genau ist iiberhaupt eine
senkrechte, quadratische Pyramide ?

Eine quadratische Pyramide hat als Grundflache

natdrlich ein Quadrat.

Bei einer senkrechten Pyramide ist die Spitze genau

Uber der Mitte des Quadrats. Dadurch wird die

Pyramide symmetrisch. Das macht vieles einfacher.
[Egal, was von einer Seitenflache gefragt ist, man muss
normalerweise nur eine berechnen, da sie ja aus
Symmetriegriinden alle gleich sind.]

Aufgabe 2 [billiges Beispiel, die Grundflache liegt in der xl-xf‘Ebene]

Eine quadratische Pyramide ist durch die Punkte A(8|0|0), B(8]|8|0), C(0]8]0)
und D(0]|0|0) gegeben. Die Pyramide ist 12m hoch.

Bestimme die Koordinaten der Pyramidenspitze, das Volumen, sowie die
Oberflache der Pyramide ! [- siehe auch Bsp.10]

L6sung:
Die Spitze der Pyramide liegt ja genau 12m Uber dem Mittelpunkt. Also berechnen

wir den Mittelpunkt des Quadrats und gehen dann 12 nach oben, in xs-Richtung.
1 8 0 4

Mauadrat = Mac = 5(5"'6) = % o8| = |4 = M(4]4]|0)
o/ \o 0

Die Spitze liegt 12 weiter oben, hat also die Koordinaten: S(4]14|112)

Volumen:

Die Grundflache der Pyramide ist ein Quadrat, es gilt:

Grundfliche = a2 = |pAB[f =82 @

Damit berechnet sich das Volumen unserer lieben Pyramide:
V,, = %-Gﬂ-H = %-82-12 = 256

Pyr

Oberflache:

Die Oberflache der Pyramide setzt sich aus einer
Grundflache [ein Quadrat] und vier Seitenflachen [vier
identische Dreiecke] zusammen. -
Die Grundfliche haben wir schon weiter oben /-
berechnet: Gfl = |AB[ = 82 =64 A
Die Seitenflachen sind alle gleich gebaut, es reicht also

die Flache vom Dreieck ABS zu berechnen.

Asss = 3-Grundlinie-Héhe = 2-|AB|-|SM,

Die Lange von |SM,,| haben wir noch nicht, den Mittelpunkt Mas der Strecke AB,
haben wir auch noch nicht.

1 Normalerweise misste man |AB| berechnen, hier kann man die Seitenldnge jedoch
ablesen
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1. = L ([8) (8 8
Mas = 5'(a+b) = S-1(o]*(8]| = |4 = Ma:(8]4]0)
0 0 0
8 — 4 4
= [SMu|=||Me-s||=|l4 - 4| = o[ =V42402+(-12)*~12,65
0o - 12 -12
1

= Auws = >[ABISM,| = 2-8:12,65 = 50,60

= Oges = Gflquagrat + 4-Anss = 64 + 4:50,6 = 266,4 (LE?)

Aufgabe 3 [eher unschénes Beispiel, keine Flache ist parallel zu
irgendeiner Koordinatenebene, man kann gar nichts ablesen].

Eine senkrechte, quadratische Pyramide ist durch

die Punkte A(3|4|7) B(4]|-5|3) C(-1]-2]-5) und

S(13|5|-5) gegeben.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Vvierten
Quadratpunktes D.

Bestimmen Sie Oberflache und Volumen der
Pyramide.

L6sung:

Koordinaten von D:
Es gilt ja: d = 3+BC = .
(in der unmathematischen Schreibweise: D = A+BC) [die Theorie finden Sie unter: V.05.04]

R /

. 3 (-1 - 4 -2

= d=|4|+|-2 - -5| =| 7 = D(-2]|7]-1)

7] \-5 - 3 -1
Volumen der Pyramide: Vo, = %'Gﬂ-H

Die Grundflache ist ein Quadrat, wir brauchen also nur dessen Seitenlange:
. 4 - 3 1

= a=|ABl=|-5 - 4| = |[-9] = Vo8 ~ 9,90 = Gfl = a®> = 98

3 - 7 -4

Die Hohe kann man entweder als Abstand Punkt-Ebene berechnen, das ware
dann der Abstand von S zur Grundflache ABCD. Allerdings missten wir dann
noch die Koordinatengleichung der Ebene ABC aufstellen [fir die HNF]
blablablah... Auf jeden Fall dauert es langer, als wenn wir einfach den Abstand
von S zur Mitte des Quadrats errechnen.

1. - NIEns 1
M = E~(a+c) = S |4]*+-2]| = |1 = M(1]1]1)
7 -5 1
— 1 - 13
= H=d(S,M) = [SM| = (1 - 5| = V(-12)+(-4)6% = 14
1 - -5
= V,, = %-GfLH = %-9&14 ~ 457,33 (LE?)
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Oberflache der Pyramide: O = Assco + 4-Anss S
Ansco = 98 haben wir bereits flir's Volumen berechnet,
also brauchen wir noch Aasss.

Apss = %'g'h = %'l'KEHS_MAB‘
Wir wissen: |AB|=9,9 [s.oben]
1. = 13[4 3,5
MAB—E'(a+b)=E' 4|+(-5||=|-0,5| = Mas(3,5/-0,5|5) B
7 3 5 A B
35 — 13 ~9,5 Mg
|SMae| = |l-0,5 = s|/=|-55/|=1(-9,52+(-5,5)>+102 ~ 14,85
5 - -5 10
Anss = 5/ABI[SM,| = 2.9,9-14,85 = 73,51
= 0=98+4-73,51 = 392
V.07.03 Volumen einer dreiseitigen Pyramide (normal) (§)

In einer beliebigen dreiseitigen Pyramide tauchen
sehr viele Grundlagenberechnungen auf. Man muss
meistens nur das Volumen berechnen [und nicht die
Oberflache]. Ist aber aufwadndig genug. Vermutlich
wird man diese Aufgabe nie in einer Abi-Aufgabe
sehen. Ab und zu taucht sie jedoch in
Klassenarbeiten auf und wie gesagt... es sind
Grundlagen, die jede(r) beherrschen sollte.

A

Vy, = %-GfI-H Gfl = %-gh
Nehmen wir das Dreieck ABC als Grundflache, dann ist D die Spitze der Pyramide.
Die Pyramidenhdhe H ist also der Abstand von der Ebene Easc zum Punkt D
(=HNF).

Um die Flache des Dreiecks ABC [A=':-g-h] zu berechnen, kénnte man AB als
Grundlinie nehmen, dann ware der Abstand von A zu B die Grundlinie g [Abstand
Punkt-Punkt]. Die H6he des Dreiecks h ist dann der Abstand von C zur Geraden gas.

Aufgabe 4 [siehe auch Aufgabe 5]
Eine dreiseitige Pyramide ist durch die Punkte A(2|-2|0)
B(-2]1016) C(-3]6]|-3) und D(7|5|1) gegeben.
Bestimme das Volumen der Pyramide.

L6sung:
Das Volumen der Pyramide berechnet man Uber
Ve, = 3-Gfl-H,

wobei Gfl die Grundflache ABC ist und H die
Hoéhe der Pyramide, also der Abstand von der
Ebene ABC zur Spitze D.
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Die Grundflache ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC, welchen man lber die
Formel Gfl = 2-g-h berechnet.

Hierbei kdnnte g die Lange des Seite AB sein und
h der Abstand von C zur Gerade AB.

2 - 2 —4
= V(—-4)°+12%+6> = 14

10 - -2 12
6 - 0 \ 6

h:
Wir stellen die Lotebene auf, die senkrecht zu AB steht und durch C geht.
Die schneidet man mit der Geraden gass. Dann bestimmen wir den Abstand
von diesem Schnittpunkt F zur Dreieckspitze C.
Ewt : Der Normalenvektor von Ev. ist der Richtungsvektor von gas.
Also erst gas aufstellen.

R 2 -2 - 2 2 -4
Opp + X =|-2|+t{10 - 2| = [-2]|+t:|12
0 6 — 0 0 6

= Elot @ -4X1+12Xx:+6%x3 = d C in Ew einsetzen

-4:(-3)+12:6+6:(-3)=d = d=66 = Elot 1 -4X1+12X,+6X35=66
gABnELot . '4(2—4t)+12('2+12t)+6(6t)=66
-32 +196t=66 = t=0,5

. 2 —4 0
tings : X =(-2]+0,5-{12]| = |4 = F(0]4]3)
0 6 3
. -3 -0 -3
= hs=|FCl = |6 - 4] = || 2| =7
-3 - 3 -6
= Gfl = ;KE-hAB = %-14-7 = 49 Gfl = 49

Die Pyramidenhdhe ist der Abstand von D zur Ebene Enagc.
Dumm ist natirlich, dass wir die Ebenengleichung von Easc noch nicht haben.
Also erst Parameterform aufstellen, dann die Koordinatenform.

2 ) -5
Epsc @ X = |A|+r-|B—A|+s|C—-A| = |-2|+r:|12]+s-| 8
0 6 -3
Koordinatenform von Eagc bestimmen:
Variante lUber Skalarprodukt: Variante Uber Kreuzprodukt:
12:(-3)-6-8
n,| (-4
n,112|=0 = -4n;+12n,+6n3=0 n=| 6:(5) - (4)-(3)
ny | 6 -4-8 - 12:(-5)
n| (-5 ~ -84 6
nlc 8/|=0 = -5n;4+8n,-3n3=0 = N = |-42| £[gekirzt]2 | 3
n,/ \=3 28 -2
-4n;+12n,+6n3 = 0 -
-5n:+ 8n-3n; =0 | -2
-14n1 +28n2 =0

wahle n;=1 = n;=2
n=1 und ni=2 in eine Gleichung = n3;=-?/3
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_ 2 6
n=,1|2]3

-2/3 -2
= Ensc : 6:X1+3-X2-2-X3=d Stlutzvektor der Parameterform einsetzen,

6:2+3:(-2)-2:0=d = d=6
= Easc : 6:X1+3:X2—-2:X3=6

Nun kénnen wir den Abstand von D zur Ebene Easc ausrechnen.
6X,+3X,—2X;—6 6X,+3X,—2X;—6

- = =0

V 624+3%+(=2) 7
. . 6-7+3-5-2:1-6
Heyr = d(D,Ensc) = (D in HNF einsetzen) = |~~>25—| =7

Jetzt sind wir fertig. Vi, = 3-Gfl-H = 3-49-7 ~ 114,33 (LE?)

HNF von Easc ausrechnen:

V.07.04 Volumen einer dreiseitigen Pyramide (iiber Kreuzprodukt)

D

Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide kann auch
einfacher berechnet werden als im letzten Kapitel.
Man benutzt dazu die Formel:

prr = %HKEXKE)"KM « dreiseitige Pyramide

[Man beginnt in einem beliebigen Eckpunkt und verwendet alle
drei Vektoren, die von diesem Eckpunkt ausgehen.]
Natirlich kdnnte man auch die Formeln

Ve, = ¢[BAXBC|BD| oder V,, = ¢

|| CAxCB |- CD| C&
verwenden.

Bemerkung:
Das Volumen einer quadratischen Pyramide kann
man mit einer ahnlichen Formel bestimmen:

var = §|(‘_\EXK5]°K§| « quadratische Pyramide

Aufgabe 5 [siehe auch Aufgabe 4]

Eine dreiseitige Pyramide ist durch die Punkte
A(2]-2|0) B(-2]10|6) C(-316]-3) und D(7|5|1)
gegeben. Bestimme das Volumen der Pyramide.

Lésung:
Das Volumen der Pyramide kann man tber V,,. = =-[|ABxAC|-AD| berechnen.

. [—4 _. [-5 _. |5
In unserem Fall gilt: AB=(12 , AC=| 8|, AD=|7
6

-3 1
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o —4\ [-5 12(-3) - 6-8 -84
Berechnung von ABxAC: |12|x| 8| = ... = |6:(-5) - (-4)(-3)| = |-42
6/ \-3 (—4)-8 — 12(-5) 28

= prr=é~|(ﬁxﬁ:)om|=é‘(—42)o7 =%-|(—84)~5+(—42)-7+28~1|=%~686z114,33




