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V.06 Kreise und Kugeln

In Kapitel V.06.01-V.06.06 werden Kreise beschrieben. Diese sind derzeit in Prif-
ungen nicht so arg wichtig, daher gibt es zu diesen Kapiteln nichts Schriftliches.
Sie finden beschreibende Videos zu diesen Kapiteln auf www.mathe-seite.de

V.06.07 Kugelgleichungen ({ff)

Es gibt zwei wichtige Arten von Kugelgleichungen.
Aus beiden kann man Radius und Mittelpunkt direkt ablesen.
Annahme, die Kugel hat den Mittelpunkt M( m: | mz | ms ) und den Radius r.

2
ml
Dann lautet die eine Kugelgleichung: K:|x—|m,|]] =12
[Man nennt diese Gleichung auch m, \
,Parametergleichung" der Kugel.]

Mittelpunkt Radius (quadriert)

Die andere Kugelgleichung lautet: K : (x,—m1)2+ (x>—m>)2+ (x:—m=)2 = 12
[Man nennt diese Gleichung auch (xu \1) (x b 2)"+( /37 3) /r
~Koordinatengleichung" der Kugel.]

Koordinaten des Mittelpunktes Radius (quadriert)

Aufgabe 1
Es sei die Kugel mit Mittelpunkt M(3|1|-2) und Radius r=6.
Wie lauten die beiden Gleichungen dieser Kugel?

3
1
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Bemerkung:

Die rechte Kugelgleichung nimmt man eigentlich immer, wenn man mit der
Gleichung *was rechnen muss. Die linke ist eigentlich nur zum dumm " rumstehen.
In dieser Form sind die Kugelgleichungen meistens in den Aufgaben gegeben.
Wenn man [wie meistens] nur Kugelmittelpunkt und Kugelradius fir irgendwelche
Rechnung braucht, ist's natirlich egal aus welcher Gleichung man sie "rausliest.
Wenn Sie sich die zweite Kugelgleichung anschaut, fallen Ihnen nach wenigen
Tagen sicherlich die Quadrate bei den Klammern auf und wenn es Ihre Aufgabe
ware, die Klammern aufzulésen, wirden Sie diese Gleichung sicherlich nicht so

umformen:  X;—9+x;=1+x34 =36 Nee, sondern Sie wiirden sicherlich an die

binomischen Formeln denken und so umformen:
X2—6X,+9+X5—2X,+1 +X5+4x,+4 = 36 | -9-1-4

L6sung:
2

=36 bzw. K: (xi=3)* + (x2-1)* + (x3+2)> = 36

-

K:|[x—
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X3—6X,+X5—2X,+ X5+4X, = 22
An dieser Gleichung kann man nun weder Mittelpunkt noch Radius ablesen. Da
aber ab und zu die Kugelgleichung in dieser Form gegeben ist, solltet Ihr auch
diese ein bisschen kdnnen. Wir werden deswegen in einem Ultra-Schnell-Durchlauf
die ,quadratische Ergdnzung™ wiederholen.

Aufgabe 2
Uberprifen Sie, ob es sich hierbei um eine Kugelgleichung handelt!
U2 2.2 _
K x{+X5+Xx3+6x,—10x,+8x; = =50

Lésung:
X3 +X5+X5+6x,—10x,+8x, = —50 erst sortieren

[Immer die Halfte der Beizahl quadrieren und auf beiden Seiten dazuaddieren.]

2 6 2 10)? 2 8\% _ 67 (10} [8)?

x1+6x1+(5 + X5—10x,+ >+ x3+8x3+(E = -50+ SIS +(E
X3 +6x,+3% + X5—10x,+5" + x3+8x,+4% = —~50+3*+5°+4°

(X1+3)2 + (X2—5)2 + (X3‘|‘4)2 =0

Das war's auch schon. Der Mittelpunkt ware M(-3|+5]-4),

aber der Radius ware r=/0=0 und das wére eine etwas komische Kugel.

Auf deutsch: es handelt sich um keine Kugelgleichung, weil der Radius keine
positive Zahl ist.

Jetzt mdéchte ich noch ein paar ungewodhnliche Kugelgleichungen prasentieren,

die aber alle schon 'mal im Abi oder in Klassenarbeiten drankamen.
[Wenn Sie 'mal selber auf eine komische Kugelgleichung stoBen solltet, denken dran, dass man
eigentlich bei allen irgendein Skalarprodukt ausrechnen muss, dann kommt's auch schon 'raus.]

Aufgabe 3

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius der folgenden Kugel: K : X:[X—{3|| = 15

2
3
4

Aufgabe 4

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius der folgenden Kugel: K : X

Lésung von Aufgabe 3
2
K: X|x—{3|| =15 Vektor X umschreiben
4
X\ [X,—2
xz)' X,—3
X;) [ X;—4

=15 Skalarprodukt ausrechnen




4 Kugeln

X1 (X1=2) + X2+ (X2-3) + X3:(x3—-4) = 15
X3 —2x, +X2-3x, +x>—4x, = 15 ab jetzt lauft's wie in Aufgabe 2
X2 =2, +1% 4+ X3-3%,+1,5%+ X5-4x,+2° = 15+1°+1,5%+2°
(x1-1)> + (x2-1,5)*> + (x3-2)®> = 22,5
Damit ist der Mittelpunkt bei M(1]1,5|2) und der Radius ist r=422,5

Lésung von Aufgabe 4

-2
X*+X:|{ 0]+1 =0 Vektor X umschreiben
6
X\ (%l (x| (=2
X, o) %, [+|x,]o| 0|+1 =10 Skalarprodukt ausrechnen
X5 \X3) X, 6
X2+xo+x2 — 2x,+0+6x,+1 =0 sortieren
2 2 2 ) i "
X]=2X, +X5 +X3+6X; = -1 wieder quadratisch ergénzen
X2=2x,+124 X2+ X3+6%,+3° = —1+1%+3°

(x1-1)? + (x2-0)? + (x3+3)* =9
Damit ist der Mittelpunkt bei M(1]0|-3) und der Radius ist r=3.

V.06.08 Schnitt Kugel-Gerade ({ff)

Eine Kugel mit einer Gerade zu schneiden, ist verhaltnismaBig einfach. Man setzt
die Gerade einfach in die Kugelgleichung ein und kommt auf eine quadratische
Gleichung, die man mit p-g-Formel bzw. a-b-c-Formel l6st.

Aufgabe 5
4\1? 5 2
Bestimmen Sie die Schnittpunkte von K : [X— 2) =26 mit g: X = |0]+t 1).
6 3 1
Aufgabe 6
2\ . 6| |1
Bestimmen Sie die Schnittpunkte von K : |X—(3] = 10 mit g: X = |[-4]+t{2].
2 3 3
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Losung von Aufgabe 5
zuerst schreiben wir die Kugelgleichung anders auf [nicht unbedingt notwendig]
K : (x1-4)?+(x2+2)*+(x3-6)*=26

X; =5+ 2t
von der Gerade wissen wir: x> =0- 1-t
X3 =3+ 1t

Nun setzen wir diese x1 , X2 , X3 von der Geraden in die Kugelgleichung ein, der
Rest [duft dann von selbst.

(5+2t-4)? + (0-t+2)> + (3+t-6)> = 26 ausrechnen

(2t+1)2 + (-t+2)> + (t-3)* =26

4t24+4t+1 + t2-4t+4 + t2-6t+9 = 26 zusammenfassen

6t - 6t + 14 = 26 | -26 |:6
t2-t-2 =20 « p-g-Formel oder a-b-c-Formel anwenden

=2.=2 tUi=-1 Vv =2
Die Werte von ,t" wieder in die Gerade Wére in der Formel unter der Wurzel eine Null

einsetzen, da wo ,t" herkommt. gestanden, hatten wir nur eine Ldsung fir's ,t°
! gehabt, es hatte nur einen Schnittpunkt gegeben

. und damit ware die Gerade zuféllig(?) also eine
ti=-1ing = Si(3|1]2) Tangente gewesen.

t;=2 ing = S(9]-2]5) Wére unter der Wurzel etwas Negatives

gestanden, gab's keine Losung, also waren

Gerade und Kugel aneinander vorbeigelaufen.

Lésung von Aufgabe 6 Ganz schon frech.

Zuerst schreiben wir die
Kugelgleichung wieder anders auf:
K : (x1-2)2+(x2-3)%+(x3-2)*=10

X1 = 6 + 1t
von der Gerade wissen wir: X, =-4 + 2:t
X3 = 3+ 3:t
Die Gerade in die Kugel einsetzen...
(6+t-2)? + (-4+2t-3)*> + (3+3t-2)* = 10 ausrechnen
(t+4)> + (2t-7)> + (3t+1)> =10

t24+8t+16 + 4t2-28t+49 + 9t2+6t+1 = 10 zusammenfassen

14t - 14t + 66 = 10 | -26 |:6

t2-t+4 =0 « p-g-Formel oder a-b-c-Formel anwenden

Egal, ob man p-g-Formel oder a-b-c-Formel anwendet, unter der Wurzel erhalt
man immer etwas Negatives. Die Gleichung hat keine Lésung.
= Die Kugel und die Gerade haben keine Schnittpunkte!

Bemerkung:

Wenn Sie also beweisen sollen, dass sich eine Gerade und eine Kugel schneiden

sollen (oder eben nicht) haben Sie zwei Méglichkeiten:

- Sie kdnnen den Abstand vom Kugelmittelpunkt zur Geraden ausrechnen und mit
dem Kugelradius vergleichen [falls d<r: schneiden sie sich, falls d=r beriihren sie sich,
falls d>r laufen sie aneinander vorbei] oder

- Kugel und Gerade schneiden und die Anzahl der Schnittpunkte prifen.
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V.06.09 Schnitt Kugel-Ebene ({f)

Dieses ist méglicherweise das Wichtigste vom Thema , Kugeln®.

Wenn eine Kugel und eine Ebene sich schneiden, entsteht ein Schnittkreis.

Wenn Euch das nicht klar ist, stellt Euch vor, Ihr wirdet von der Kugel ein Stick
abschneiden. Es bleibt eine kreisférmige Schnittflache Ubrig. Da mathematische
Kugeln immer Hohlkugeln sind, ist der ,Rand" dieser Schnittflache unser
Schnittkreis.

Nun ist es so, dass es im dreidimensionalen Raum keine Gleichung flr einen Kreis
gibt. Das fuhrt uns zum Problem, dass wir gar nicht wie bei Gerade-Kugel eine
Kugel mit Ebene schneiden kdnnen [wenn wir keine Schnittkreisgleichung erhalten kénnen,
weil es keine gibt, auf was wollen wir dann eigentlich hinrechnen ?!?].

Der Mittelpunkt des Schnittkreises liegt auf der Ebene ,unter" dem Mittelpunkt der
Kugel. Wir stellen also eine Lotgerade durch den Kugelmittelpunkt, senkrecht auf
die Ebene. Der Schnittpunkt der Lotgerade mit der Ebene ist unser gesuchter
Schnittkreismittelpunkt.

Um auf den Radius des Schnittkreises zu kommen, zeichnen wir uns ein ganz

bestimmtes Dreieck heraus und wenden einmal den Pythagoras an.
[Siehe Beispiel und Zeichnungen dazu.]

Aufgabe 7
10|12

Essei: K :|X—|-6|| =169 und E: 2x1-2X+Xx3=2.
6

Bestimmen Sie Radius und Mittelpunkt des Schnittkreises von Kugel K und Ebene E

Aufgabe 8
5 2
9
2

Bestimmen Sie Radius und Mittelpunkt des Schnittkreises von Kugel K und Ebene E

Es sei: K : |Xx— =85 und E: 3x;+6x;-2x3=16.

Lésung von Aufgabe 7

10 2
Lotgerade bestimmen: g, : X =|-6|+t: 1)
6 1

duet Mit E schneiden:
2:(10+2t) - 2:(-6-2t) + (6+t) = 2
9t+38=2 = t=-4

tingwe =  Schnittpunkt = M*(2]2]2)

das ist gleichzeitig unser Schnittkreismittelpunkt.
Fir'n Radius des Schnittkreises betrachten wir das rechtwinklige Dreieck,
bestehend aus dem Kugelradius, der Strecke MM* [= die Strecke vom Kugelmittelpunkt
zum Schnittkreismitelpunkt] und dem Schnittkreisradius.
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In diesem Dreieck kennen wir die Hypothenuse [=Kugelradius].
Die Ldnge MM* kann man leicht berechnen, da wir
bereits die Koordinaten beider Punkte kennen.
Berechnen wir also die Léange der Strecke MM*,

. - 2 8
d(M*,M)= [M*M| = ||-6 - 2|=||-8| =182+(—8)2+42=12
6 - 2 4
= (rkuger)® = (Fschnittkreis)® + d(M*,M)?
13 = (I"Schnittkreis)2 + 52 Tiot

= Fschnittkreis = V132—-122 = 5

I'Sdhnittkreis

Lésung von Aufgabe 8

Bestimmung der Lotgerade: g, : X = |9|+t

5
9
2
Lotgerade mit der Ebene schneiden:
3:(5+3t) + 6:(9+6t) - 2(2-2t) = 16
1549t + 54436t - 444t = 16
49t + 65 = 16 = .. t=-1
tingwe =  Schnittpunkt = M*(2]3]4)
das ist gleichzeitig unser Schnittkreismittelpunkt.
Fir den Radius des Schnittkreises betrachten wir das rechtwinklige Dreieck,
bestehend aus dem Kugelradius, der Strecke MM* und dem Schnittkreisradius.
In diesem Dreieck kennen wir die Hypothenuse [=Kugelradius].
Die Ldnge MM* kann man leicht berechnen, da wir
bereits die Koordinaten beider Punkte kennen.
Berechnen wir also die Lange der Strecke MM*,

5 - 2 3
d(M*,M)=|M*M!=‘9 - 3 =| 6 ‘= 324624(_2)2 =7
2 - 4 -2
= (rKugeI)2 = (rSchnittkreis)z'|'d(M*,M)2
@2 = (I‘-Schnittkreis)2 + 72 Oiot

85 = (rSchnittkreis)2 + 49
= Fschnittkreis = V85—-49 = 6

I'Sehnittkreis
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V.06.10 Schnitt Kugel-Kugel ({ff)

Zwei Kugeln mit den Mittelpunkten M; und M, und den Radien r; und r»
schneiden sich, wenn gilt:

| ri-r2] < d(My,Mz) < ri+r.

Und warum das so ist, diirfen Sie sich selber Gberlegen. (!’
Der Schnitt zweier Kugeln ist wieder ein Schnittkreis. Supersach'.
Und wenn man dann zwei Kugeln miteinander schneidet, erhalt man [wie kénnte es

auch anders sein] natirlich “was ganz anderes als eine Gleichung fir den Schnittkreis
[eine Gleichung des Schnittkreises gibt es ja nicht und in der Zeit, die Sie zum Lesen des letzten

Kapiteln gebraucht haben, hat auch keiner “was Neues erfunden].

Man erhalt namlich die Gleichung der gesamten Ebene, in der der Schnittkreis
drinliegt. Und Sie werden folgendes Wunder nicht glauben: man erhalt sogar dann
eine Ebenengleichung, wenn sich die beiden Ebenen gar nicht schneiden [es also gar
keinen Schnittpunkt oder Schnittkreis gibt]. Erstaunlich, erstaunlich !!

Man sollte also auf jeden Fall prifen ob sich die Kugeln tatsdchlich schneiden.
Meistens jedoch ist die Aufgabe so gestellt, dass daraus hervor geht ob sich die
Kugeln schneiden oder nicht [oder ob Sie es priifen sollen].

Man schneidet zwei Kugeln, indem man die beiden Kugelgleichungen
voneinander abzieht. Dann erhalt man die Koordinatengleichung der Ebene, in der
sich der Schnittkreis befindet.

Danach nimmt man irgendeine der beiden Kugelgleichung und schneidet sie mit
der erhaltenen Ebenengleichung (Schnitt Ebene-Kugel, siehe letztes Beispiel).

ACHTUNG!! ES FOLGT EINE TOLLE AUFGABE:

Aufgabe 9
7\F 1\P
Essei: K, :|Xx—|13|| =26 und K, :|X—|-5| =232
-4 5

Priifen Sie, ob sich die Kugeln schneiden und bestimmen Sie
gegebenfalls Mittelpunkt und Radius der Schnittkreises.

Aufgabe 10
(18 R
Gegeben sind die Kugeln: K, : X*—| 2|'X-99 =0 und K, : X{X+|18|| = 139
8 2

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius der Schnittkreises von K; und K.

1 Wenn das WARUM so wahnsinnig wichtig ware, hatte ich mir wohl die Mihe gemacht es
zu erklaren, oder ??
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Lésung von Aufgabe 9

- - 1 - 7 -6
d(M,M;) = ‘M1M2| = ||-5 - 13 = ‘—18 = \/(_6)2+(_18)2+92 =21
5 — (-4) 9

Die beiden Kugeln schneiden sich, falls gilt:
| r1—|"z| < d(M1,M2) < rn+rn
| 26-23] < 21 < 26+ 23
o 3 < 21 < 49
Dadat eine wahre Aussage ist, schneiden sich die Kugeln.

Um zwei Kugeln zu schneiden [und die Gleichung der
Schnittebene  zu  erhalten], schreiben wir die
Kugelgleichungen derart um, dass wir sie
voneinander abziehen kénnen.
Ki: (X1—7)2 + (X2—13)2 + (X3‘|‘4)2 =676
Ky: (xi-1)* + (x2+5)* + (x3-5)®> = 529

[Klammern auflésen]
Ki: X{—14x,+49+X;-26X,+169+ X5+ 8x,+16 = 676 —
Kyt x3— 2x,+ 1 +X2+10x,+ 25 +Xx5-10x,+25 = 529 j

KinKz: -12x1+48 -36x:+144 + 18x3-9 = 147

= die Schnittebene beider Kugeln: E : -12x;-36x,+18x3=-36

Schénschénschén. Nun kénnen wir also mit Schnitt Kugel-Ebene weitermachen.
Wir nehmen dazu die Schnittebene E und eine der beiden Kugeln [z.B. K4].

7 2

13|| = 26% schneidet die Ebene E : -12x;-36X,+18x3=-36
-4
natldrlich in einem Schnittkreis, von welchem wir Mittelpunkt und Radius
bestimmen miussen [wie im letzten Kapitel].

Wir bestimmen wieder zuerst den Mittelpunkt des
Schnittkreises M*, indem wir die Lotgerade mit der
Schnittebene schneiden.

Die Lotgerade steht natirlich senkrecht auf der
Ebene [deswegen Lotgerade], also kdnnen wir fur deren
Richtungsvektor den Normalenvektor der Ebene
nehmen. Als Stitzvektor nehmen wir den Mittelpunkt
der Kugel, weil das ein Punkt ist, der auf der
Lotgerade liegt.

Die Kugel K, : [x—

. 7 -12
= g, - X =|13|+t|-36 [in die Ebene einsetzen]
-4 18
guenE 1 -12+(7-12t) - 36-(13-36t) + 18-(-4+18t) = -36
S ..o -624+1764t=-36 = .. = t=—t =1

tin grot = .= Schnittpunkt: M*(3]1]2)
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Nun, da wir den Mittelpunkt des Schnittkreises
haben, kdénnen wir den Schnittkreisradius wieder
ziemlich einfach bestimmen, indem wir wieder den
Pythagoras anwenden. Zuerst brauchen wir
allerdings den Abstand von M; zu M*,

rSchnittkreis

3 - 7
d(M,M*) = |[1 - 13| =..= V(—4)+(-12)%+62 = 14
2 - (-4) d(M,M*)

mit Pythagoras folgt: (rkuge)> = (Fschnittreis)’+d(Mi,M*)?
262 = (rSchnittkreis)2 + 142
= Fschnittkreis = V262-142 & 21,9

Lésung von Aufgabe 10

Wir miussen nicht beweisen, dass die Kugeln sich Uberhaupt schneiden. Laut
Formulierung der Aufgabe, kann man das wohl stillschweigend voraussetzen.
Allerdings sind beide Kugelgleichungen in einer etwas bléden Form angegeben, wir
kénnen weder Mittelpunkt noch Radius vernlinftig ablesen. Also formen wir um.

Umformung von Ki:

16 X1 [X1 16} (X,
K, : X°—| 2['X=99 =0 & |x||x|—| 2]{x,|=99 =0 skalarprodukt anwenden
8 x5/ 1, 8/ \x,
& Xj+X53+X; — 16X, —2%,—8x, = 99 sortieren und quadratisch ergénzen

= Xf—16xl+64 + X§—2X2+1 + X§—8X3+16 =99+64+1+16
« (X1—8)2 + (Xz—].)2 + (X3—4)2 = 180

Nun kann man Mittelpunkt und Radius ablesen. M:(8|1|4) r,=v180 f
Umformung von K;:
4 X | X+ 4
K, : X:|X+[18|| =139 & |x,|'|x,+18] = 139 Skalarprodukt anwenden
2 X, | X+ 2

& X1 (X1+4) + X' (X2+18) + X3:(x3+2) =139

* Xf+4x1 + X;+18X2+X§+2X3 =139 quadratisch ergénzen

e Xi+4X,+4 + X3+18x,+81 +X5+2x,+1 = 139+4+81 +1

e (X1+2)* + (X2+9)* + (xs+1)*> = 225

Man kann wieder Mittelpunkt und Radius ablesen.
M2(-2[-9]|-1) r=15 K,

Zuerst brauchen wir wieder die Gleichung der
Schnittebene, welche wir erhalten, indem wir
beide Kugelngleichungen von einander abziehen.
Ki: (x1=8)* + (x2-1)* + (x5-4)* = 180
Kot (x1+2)? + (X24+9)? + (x3+1)? = 225

[Klammern auflésen]
Ki: X;—16x,+64 + x5-2x,+1 + x;—8x,+16 = 180
Ky: Xi+4x,+4 + x2+18%,+81+x%+2x,+1 = 225 j

KinKz: -20x;+60 -20x,-80 -10x3+15 = -45
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[die Ebenengleichung zusammenfassen] E: -20x1—-20X>—10x3=-40
[und vereinfachen] = die Schnittebene: E : 2x1+2X>+X3=4

Nun schneiden wir K; [K, wére ebenfalls moglich] mit E.
Ki:(x1—-8)2+(Xx2-1)%*+(x3-4)?=180 schneidet die Ebene E : 2x;:+2X>+Xx3=4 in einem
Schnittkreis, von welchem wir Mittelpunkt und Radius bestimmen miussen.

Wir bestimmen zuerst den Mittelpunkt des Schnitt-
kreises M*, indem wir die Lotgerade mit der
Schnittebene schneiden.

Die Lotgerade hat als Richtungsvektor den Norma-
lenvektor der Ebene und als Stitzvektor den
Mittelpunkt der Kugel.

8 2
= g - X =[1]+t]2 [in die Ebene einsetzen]
4 1

gutNE 1 2:(8+2t) + 2-(1+2t) + (4+1t) =4

= .= 2249%=4 = .. = t=-2
tin gt = .2 Schnittpunkt: M*(4]-3]|2)
Nun, da wir den Mittelpunkt des Schnittkreises
haben, koénnen wir den Schnittkreisradius wieder
ziemlich einfach bestimmen, indem wir wieder den
Pythagoras anwenden. Zuerst brauchen wir allerdings
den Abstand von M; zu M*,

rS(:hnittkreis

4 - 8
d(M;,M*) = [|-3 - 1| =..= V(—4)+(-4)+(-2?2 =6
2 -4 d(M,M*)

mit Pythagoras folgt: (rkuge)? = (Fschnittkreis)’+d(M1,M*)?
180 = (rschitkreis)® + 62
= Fschnittkreis = V180—-36 = 12

V.06.11 Abstand Kugel-Punkt ({)

Bei Kugeln fihrt man jede Abstandsberechnung auf den Mittelpunkt zuriick.
D.h. bei Abstand Kugel-Punkt berechnet man den Abstand vom Mittelpunkt zum
gegebenen Punkt und zieht den Kugelradius ab.

Aufgabe 11
2 2

Bestimmen Sie den Abstand von K, : [X—|-2|| =16 zu P(6|5]4).
8

Aufgabe 12

2

= 36 liegen.

1
2
3

Zeigen Sie, dass A(5|0|-1) und B(3|-2|7) auf der Kugel K : [x—
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Lésung von Aufgabe 11:
Wir berechnen zuerst den Abstand
vom Mittelpunkt M zum Punkt P.

6 — 2 4
d(M,P) = |5 - (-2)|| = || 7| = V4%+7%+(-4)*> =9
4 - 8 -4

Da der Kugelradius r=4 ist, ist der Abstand
von der Kugel zum Punkt P:
d(K,P) = d(M,P)-r=9-4 =5

Lésung von Aufgabe 12

Ein Punkt liegt auf der Kugel, wenn der Abstand von diesem Punkt zum Mittelpunkt
genau so groB ist wie der Kugelradius.

Unsere Kugel hat den Mittelpunkt bei M(1]|2|3) und einen Radius von r=6.

Der Abstand von A zum Mittelpunkt

5 -1 4
d(MA) = || 0 - 2| = ||-2|| = V4%+(-2)*+(-4)> = 6
-1 - 3 -4

Der Abstand von A zu M ist 6, genauso groB wie der Radius.
Der Punkt A liegt also auf der Kugel.

Der Abstand von B zum Mittelpunkt

3 -1 2
-2 -2 -4
7 - 3 4
Der Abstand von B zu M ist 6, genauso groB wie der Radius.
Der Punkt B liegt also auf der Kugel.

d(M,B) = = y22+(-4)*+4*> =6

V.06.12 Abstand Kugel-Gerade ({ff)

Bei Kugeln fiihrt man jede Abstandsberechnung auf den Mittelpunkt zurick.
D.h. bei Abstand Kugel-Gerade berechnet man den Abstand vom Mittelpunkt zur
gegebenen Gerade und zieht den Kugelradius ab.

Aufgabe 13
6\ 4 1
Bestimmen Sie den Abstand von K : |X—| 4|| =9 zu g: X = |2|+t-|0
-2 4 1
Aufgabe 14
7 -2 6\
Zeigen Sie, dass t : X =|-2|+r-| 2| eine Tangente an K : |[X—|8|| = 49 ist.
-2 3 2
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Lésung von Aufgabe 13:

Erst Abstand Mittelpunkt-Gerade berechnen.
Die Methode, mit welcher Sie den Anstand von einem Punkt zu einer Gerade bestimmen, bleibt
natlirlich IThnen Uberlassen. Ich wahle hier die Methode (ber die Lotebene.

Die Lotebene aufstellen. Der Richtungsvektor von g ist der Normalenvektor.

Eiot : 1x:+0x2+1x3=a M in E.: einsetzen. 1:64+0:4+1:(-2)=a = a=4

= ELot . 1X1 + 1X3 =4

Lotebene mit der Gerade g schneiden:

Ewtng @ 1:(4+4t) + 1:(4+t) = 4
2t+8=4 = t=-2

ting = ..= LotfuBpunkt: L(2]2]2)

Der Abstand von M zu g ist:
d(M,g)=d(M,L)=[LM| =

= V4%+2°+(-4)? =6
= d(K,g) = d(M,g)-r =6-3 =3

_ = K

6 2 4
4 2 2
-2 -2 -4

Lésung von Aufgabe 14:

Eine Gerade ist Tangente an eine Kugel, wenn der Abstand von der Gerade zur
Kugel Null ist, d.h. wenn der Abstand von der Gerade zum Kugelmittelpunkt gleich
dem Radius ist.

Zum Rechenweg, um den Abstand einer Gerade von einem Punkt zu bestimmen: es ist natlrluch egal,
welchen Weg Sie wahlen. Ohne besonderen Grund wahle ich den Weg Uber das Skalarprodukt.

Jeder Punkt auf der Gerade t hat die Form: T«(7-2r|-242r|-2+3r).
Der Verbindungsvektor von Mittelpunkt M zum Punkt T, ist:

7-2r — 6 1-2r
MT, =|-2+2r - 8|=|-10+2r
—-2+43r - 2 —4+3r

Dieser Vektor muss senkrecht auf der Gerade stehen, das Skalarprodukt von M_fr

mit dem Richtungsvektor der Gerade muss daher Null ergeben.

1-2r | (-2
—-10+2r 2
—4+3r 3

-2+4r-20+4r-1249r=0 = ..= r=2
r=2 in T. einsetzen = der LotfuBpunkt T hat die Koordinaten T(3|2]4)

Den Abstand vom LotfuBpunkt T zum Kugelmittelpunkt M bestimmen.
6 — 3 3
8 - 2 = {3%62+(-2)% =

2 - 4

6
-2

Der Abstand von der Gerade zum Kugelmittelpunkt ist gleich dem Radius,

der Abstand von der Gerade zur Kugel ist also 0 = die Gerade berihrt die Kugel.

o

=0 = (1-2r):(-2)+(-10+2r)-2+(-4+3r)-3=0 =

d(M,g)=d(M,T)= |-|T|\7|| =

Bemerkung:

- Ware der Abstand von M zu g kleiner als der Radius gewesen, hatten sich
Gerade und Kugel geschnitten.

- Ware der Abstand von M zu g genau gleich dem Radius gewesen, hatten sich
Gerade und Kugel berihrt, g ware also eine Tangente von der Kugel gewesen.
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V.06.13 Abstand Kugel-Ebene ({ff)

Bei Kugeln fUhrt man jede Abstandsberechnung auf den Mittelpunkt zurick.
D.h. bei Abstand Kugel-Ebene berechnet man den Abstand vom Mittelpunkt zur
gegebenen Ebene und zieht den Kugelradius ab.

Aufgabe 15

-7
3
7

=36 zu E : 8Xxi1—-X2-4x3=-6

11
2
14

Bestimmen Sie den Abstand von K : |X—

Aufgabe 16

2

Zeigen Sie: T : 12x1+x,+12x3=13 ist Tangentialebene an K : |x— = 289.

Lésung von Aufgabe 15:
Erst Abstand Mittelpunkt-Ebene berechnen [iber HNF].
Die Ebene in HNF umwandeln.

8% ,—X,—4X;+6 8X,—X,—4X;+6
Eune @ = =0
V82+(—1)2+(—4)2 9
8(—7)-3-4-7+6
d(M,E) = [B734748) _ g

9
d(K,E) = d(M,E)-r = 9-6 = 3

Lésung von Aufgabe 16:
Eine Ebene ist Tangentialebene an eine Kugel, wenn der Abstand von dieser Ebene
zur Kugel 0 ist, wenn also der Abstand von E zu M gleich dem Radius ist.

Die Ebene in HNF umwandeln.
12x,+x,+12x;,—-13 12x,+x,+12x;—-13

Thnr & \f,,122+12+122 = 7 =0
12:11+2+12-14-13
dm,T) = | s L Z 17

Der Abstand von T zum Kugelmittelpunkt ist gleich dem Radius
= die Ebene T ist Tangentialebene!

Bemerkung:

— Ware der Abstand von M zu E kleiner als der Radius gewesen, hatten sich Ebene
und Kugel geschnitten.

— Ware der Abstand von M zur Ebene genau gleich dem Radius gewesen, hatten
sich Ebene und Kugel beriihrt, E ware eine Tangentialebene von der Kugel
gewesen.
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V.06.14 Abstand Kugel-Kugel ()

Bei Kugeln fihrt man jede Abstandsberechnung auf den Mittelpunkt zurick.
D.h. bei Abstand zweier Kugeln berechnet man den Abstand beider Mittelpunkte
und zieht beide Kugelradien ab.

Aufgabe 17
1\P 13\F
Bestimmen Sie den Abstand von K, : [x—|4|| =4 und K,: |Xx—|3]|| =25
2 14

Aufgabe 18
Zeigen Sie, dass sich die beiden Kugeln K; und K, berthren. Es gilt:
Ki:(x1-2)?+(X2+9)?+(x3-4)?=25 und Ka:(x1+4)*+(x2+3)*+(x3-1)*=16

Lésung von Aufgabe 17:
Erst Abstand von M; zu M, berechnen:

13 - 1 r,
d(Mi,Mz) = [MM,| = || 3 - 4] = MeT—=
14 - 2
12
= ||-1|| = V122+(—1)2+122 = 17 K
12 2

= d(K1,K2) = d(M1,M2)—r1—r2 =17-2-5=10

Lésung von Aufgabe 18:

Zwei Kugeln beruhren sich, wenn der Abstand der beiden Mittelpunkte gleich der
Summe beider Radien ist, also fir d(Mi,M;)=ri+r2. [Falls gilt: d(M;,M;)=|ri-r;|, wiirden
sich die Kugeln von innen beriihren, wenn also eine Kugel in der anderen liegt.]

Der Abstand beider Mittelpunkte betragt:

2 - (-4 6
-9 - 2—3)) -6|| = V62+(—-6)2+32 =9
4 - 1 3

Die beiden Radien haben die Lange: ri=5 und r.=4.

Da qgilt: d(M;,M.)=ri+r, = K; und K; berihren sich.

d(My,Mz) = [MM,| =

Bemerkung:

- Ware der Abstand der Abstand der Mittelpunkte kleiner als die Summe der
Radien und groBer als die Differen gewesen, hatten sich die Kugeln geschnitten.
[Die Kugeln schneiden sich also, wenn gilt: [ri—r2|< d(M;,M2) < ri+n;

- Ware der Abstand der Mittelpunkt genau gleich ri+r, gewesen, hatten sich die
Kugeln von auBen berihrt. Ware der Abstand der Mittelpunkt gleich |ri+r;|
gewesen, hatten sich die Kugeln von innen berihrt.
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V.06.15 Tangentialebene ()

Zu einer Tangentialebene gehdrt eine Kugel und ein E

Punkt, der BeriUhrpunkt. [ich hoffe, dass die Lebensweis-

heiten, die ich bisher versprihe, Sie sehr beeindrucken].

Der Vektor MB steht senkrecht auf der beriihrenden

Ebene, er ist also der Normalenvektor dieser M B

Tangentialebene.

Man kdénnte also immer wenn M und B gegeben sind,

eine Tangentialebene so berechnen:

Man stellt den Vektor MB auf, diesen nimmt man als Die Kugel K, mit dem Mittelpunkt

Normalenvektor [damit hat man bereits die Zahlen vor den ™ und einer Tangentialebene.

) Beide berihren sich im Punkt B.

X1 , X2 , X3 von der Tangentialebene]. Wenn man nun noch [Die Tangentialebene E ist nur

den BerUhrpunkt B einsetzt, hat man die gesamte ajs strich eingezeichnet.]

Koordinatengleichung der Tangentialebene. Der Vektor MB steht senkrecht
auf der Ebene. [So wie jeder
Kreisradius auf einer Tangente.]

Viele berechnen Tangentialebenen mit einer Formel:

T:(X—m)o(b-m) = r2 « m ist der Mittelpunkt,
b der Berihrpunkt,
r der Kugelradius.

Aufgabe 19
Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene T, die die Kugel
K : (x1-2)?+(x2+1)*+(x3-4)*=25 im Punkt B(2|3|1) berlhrt.

Aufgabe 20

2

=49 K

5 2

-1
-1 8
8 -10
a) Zeigen Sie, dass sich K; und K; berthren. Bestimmen Sie diesen Berihrpunkt B.
Durch B geht eine Tangetialebene E an beide Kugeln.
Bestimmen Sie Ihre Gleichung.
b) Bestimmen Sie a<7 so, dass der Punkt A Element der Kugel K; ist.
Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene T, die K; im Punkt A berihrt ?
c) Weisen Sie nach, dass T die Kugel K; schneidet.
Welcher Punkt G von K; liegt von T am weitesten entfernt ?
Wie grof ist dieser Abstand ?

-

Es sei: K, :|X- L [X— =196 sowie der Punkt A(8|5|a)

Lésung von Aufgabe 19

Der Mittelpunkt der Kugel ist M(2]|-1]||4), der Radius ist r=5.

Diese und die Koordinaten des Berthrpunktes in die Formel ein.
(X—m)o(b—m) =r2

Xy 2 2 2
3
1

o

_ 2 .
-1 -1]| =5 vereinfachen

4 4

= X,

X3
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X,—2 0

= | x,+1]° =25 Skalarprodukt ausrechnen
x,—4] \=3

= (X1=2)'0 + (X2+1)4 + (x3-4):(-3) = 25 vereinfachen

= ...= 4x2-3x3=9

Die Gleichung der Tangentialebene lautet: T:4x:-3xs =9

Losung von Aufgabe 20
a) Wenn sich die Kugeln beriihren, muss der Abstand der beiden Mittelpunkte
genau ri+r; sein.

N -1 - 5 -6
d(My,M2) = |M1M2| = ‘ 8 - (-1 = ’ 9| = V(—6)2+92+-18)2 = 21
-10 - 8 -18

rn=7 =14 = d(M;,M.)=ri+r. = K;und K; berthren sich.

Um den Berihrpunkt zu erhalten, stellen wir zuerst eine Verbindungsgerade von
M; zu M; auf. Diese Gerade [nennen wir sie ,h"] schneiden wir mit einer der beiden
Kugeln [z.B. k;]. Dummerweise erhalten wir zwei Schnittpunkte: einmal den
gewlinschten Berthrpunkt B und dann noch
einen ,falschen" [auf der anderen Seite der
Kugel]. Um diesen ,richtigen® vom
Jfalschen™ zu unterscheiden, berechnen wir
die Abstande von M; zu diesen beiden

Schnittpunkten aus. Der Schnittpunkt mit
dem kleinsten Abstand ist der Richtige.
Die Verbindungsgerade MM, :
5 -6
h:X= M, [+t (M-M| = |-1[+t| 9
8 -18

Wir schneiden h mit K;. Dazu K; erstmal umschreiben, dann h in K; einsetzen.
Ki @ (X1-5)*+(X2+1)*+(x3-8)?=49

hin K;: (5-6t-5)%+(-1+9t+1)?+(8-18t-8)°= 49
= 368 + 81 + 32412 = 49 = 44112=49 o= t2=-2=1 _ t -

441 9
tc inh =..= By(7|-4|14)
Wir haben nun zwei mdégliche Koordinaten des Berihrpunktes. Allerdings wissen
wir, dass der Abstand von B zu M, genau dem Radius entsprechen muss.

— -1 - 3 4
d(B;,M;) = BM,| = | 8 - 2| = || 6| = V(—4)2+62+(-12)2 = 14
-10 - 2 -12
— -1 - 7 -8
d(B2,M;) = ’BZM2| = 8 - (-4)|| = || 12| = V(-8)2+122+(-24)2 = 28
-10 - 14 -24

B, ist von M; weiter weg als B;. Also ist B, falsch. B; ist der gesuchte Punkt.
= B(3]2]2)
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Die Tangentialebene:

Mann kann die Formel verwenden, wie in

der letzten Aufgabe, oder: E
Die Ebene, die beide Kugeln in B berdhrt,

steht ja senkrecht auf dem VektorM,M,,

also nehmen wir MM, als Normalenvektor

fur E. Dann liegt ja B auf E, also kénnen wir

noch eine Punktprobe mit B machen.

Gut, gell ?

-6
9
-18

B in E einsetzen: -6:3+9:2-18:-2=a = -36=a = E : -6X1+9%x>-18:x3=-36

= E: -6X1+9%,-18x35 =

b) Wir wissen ja, dass A auf K; liegt, also machen wir mit A eine Punktprobe um a

zu bestimmen, d.h. wir setzen A in K; ein.

AinK; : (8-5)*+(5+1)°+(a-8)*=49 vereinfachen
= 9+436+(a-8)?=49 = (a-8)’=4 = a-8=+2 = a;=10 a,=6
Da a<7 seinsoll = a=6 = ..= A(8]|5]6)

Nun soll T die Kugel K; im Punkt A berihren.

Der Vektor M,A steht [als Radius] senkrecht auf der T
gesuchten Ebene T. Damit kdnnen wir diesen Vektor
als Normalenvektor von T verwenden. Wenn wir
nachher A wieder in T einsetzen, erhalten wir die A
komplette Koordinatengleichung von T.
[Man koénnte natirlich auch die Formel fiir die Tangentialebene
verwenden.]
_ 3
nT = MIA = 6

-2
= T: 3X1+6X2-2X3 =
AinT: 3:8+6:5-2:6=b = b=42 = T : 3X1+6X2-2%X3=42

Wenn T die Kugel K, schneiden soll muss der Abstand von M, zur Ebene T
kleiner als der Radius r,=14 sein. Also berechnen wir d(T,M.) [mit HNF].

o 3X#6X,—2X;—42 3x,+6X,—2X;-42
HNFy - J324624(-2)2 7 =0

= d(T,M;) = 3‘(_1)+6'8_72‘(_10)_42| ~ 3,29 <r, = T schneidet K.

Um den G-Punkt zu erhalten, stellen
wir eine Lot-gerade g« auf, die
senkrecht auf T steht und durch M
geht. Wenn wir diese mit der Kugel K,
schneiden, erhalten wir wieder zwei
Schnittpunkte G; und G.. Einer davon
ist der gesuchte G-Punkt, der den
groBten Abstand von T hat, der andere
liegt wieder auf der anderen Seite von
K> und ist falsch.

[Hier in der Zeichnung ware G; der gesuchte G-Punkt.]
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Der Richtungsvektor der Lotgeraden g.. ist der Normalenvektor der Ebene T.
Der Stutzvektor von g.. ist der Punkt M,.
-1 3
8 6
-10 -2
Die Gleichung der Kugel K, lautet umgeschrieben:
Kz . (X1+1)2+(X2—8)2+(X3+10)2 =196
Oiot in Kz & (-143t+1)%+(8+6t-8)?+(-10-2t+10)* = 196
= Ot2+36t2+4+4t2=196 = 49t2=196 = t;,==£2
ti,2 iN grot = Gi1(5]/20]-14) und Gy(-7|-4]-6)

M

|+t

n +t

ot + X = T

Nur einer der beiden Punkte ist der Richtige. Um zu schauen welcher von beiden
es ist, berechnen wir ihren Abstand zur Ebene T [mit HNF].

Der richtige Punkt muss der mit dem kleineren Abstand sein.
3X,+6X,2%;,—42  3x,+6X,-2x;-42 _

T : 3x1+6x2-2x3=42 = HNFr: V32462+(-2)2 7 0
d(Gl,T) _ 3-5+6-207i-(714)742 ~ 17,28
d(Gs,T) = ‘3~(—7)+6'(—47)—2'<—6)_42} ~ 11,85

= Der gesuchte Punkt ist G1(5]20]|-14).

V.06.16 Tangentialkegel ({f)

Folgende Situation:

Von einem Punkt, der auBerhalb einer Kugel K
liegt, werden Tangenten an die Kugel gelegt.
Wenn man alle Tangenten betrachtet, ergibt sich
ein unendlich groBer Kegel, der Tangentialkegel.
Die Berihrpunkte aller Tangenten an die Kugel
ergibt einen Kreis, den Berthrkreis.

Normalerweise sind gegeben: der Kugelmittelpunkt M, der Kugelradius r und der
Punkt von auBerhalb P.

Normalerweise sind gefragt: der Mittelpunkt und Radius des Berlhrkreises und der
C)ffnungswinkel des Kegels [an der Kegelspitze P].

Vorgehensweise:

- Mit der unten stehenden Formel [naichste Seite] bestimmt man die Gleichung der
Ebene, in der der Berlhrkreis liegt. Diese Ebene heil3t Polarebene.

- Ab dem Moment, wo man die Gleichung der Polarebene hat, bestimmt man den
Mittelpunkt und Radius des Berihrpunktes mithilfe der Methode aus Kapitel:
V.06.09 Schnitt Kugel-Ebene.

- Den Offnungswinkel bestimmt man recht einfach (iber Trigonometrie.
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Die Ebene, in welcher der Berihrkreis liegt, berechnet man mit der Formel:

B: (X—m)o(p—m) = r2 « m ist der Mittelpunkt,
p ist die Kegelspitze.
r der Kugelradius.

Aufgabe 21

Vom Punkt P(7]10|11) werden Tangenten an die Kugel

K : (x1-3)?+(x2-2)?+(x3-3)?’=36 gelegt.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Berihrkreises.
Bestimmen Sie den Offnungswinkel des Kegels.

Aufgabe 22

Vom Punkt Q(-18|1|-3) werden Tangenten an die Kugel

K : (x1-6)?+(x2-5)*+(x3-3)*=64 gelegt.

Der Berihrkreis bildet mit Q einen Kegel.

Bestimmen Sie das Volumen und die Oberflache dieses Kegels.

Lésung von Aufgabe 21:
Der Mittelpunkt der Kugel ist M(3|2|3), der Radius ist r=6.
Wenn wir diese beiden und den Punkt P in die Formel ein:

X\ (3 7\ (3 x, -3\ (4
(X—m)o(p—mM) = r2 = |[[x,|—[2]]°|[10]]2]| =36 = |x,-2|°|8| =36

x.| \3 11) |3 x.—3/ \8

3 3

= (X1—3)-4+(x2—-2)-8+(x3-3)-8 = 36
4x1-12 + 8x,—-16 + 8x3-24=36 = 4x;+8x,+8x3=88 |:4
Die Ebene, in welcher der Berihrkreis liegt, heiBt Polarebene

und lautet: P : Xi+2Xxx+2x3=22
[Ab jetzt geht’s wie in Kap. V.06.09 weiter, mit Schnitt von Kugel mit einer Ebene.]

Die Lotgerade aufstellen, die senkrecht auf der
Ebene P steht und durch M [und P] geht:

3 1
Ot - X =|2]|+t2
3 2

Die Lotgerade mit der Ebene P schneiden, um den
Mittelpunkt des Berihrkreises zu erhalten.
diot in B einsetzen:
(3+t)+2:(2+2t)+2:(3+2t)=22
3+t + 444t + 646t = 22 =.> t=1
t=1in gw einsetzen = M*(4]4|5)

Den Radius des Berlhrkreises mit Pythagoras bestimmen.
Der Abstand von M zu M* ist:

r
4 — 3 Kugel

d(M,M*) = 4 - 2 =..= \/m = 3 M reis
5 - 3

mit Pythagoras folgt: (riuge)? = (Freis)*+d(M,M*)?

62 = (rKreis)2 + 327
= FBerithrkreis = V369 = \/27
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Den Offnungswinkel bestimmen:
In der Skizze ist a der halbe Offnungswinkel.
a berechnet man lber die Trigonometrie.
Dazu braucht man den Abstand von M zu P.

7 - 3
) =..= V42+8%+82 =12

d(M,P) =‘(1o -2
11 - 3
. _ Gegenkathete _r _ 6 _ 1 _

sm(a)— Hypothenuse_d_lz_o’5 = a=sin (0’5)_300

Der Offnungswinkel des Kegels betragt: 2-30° = 60°

Lésung von Aufgabe 22:
Diese Aufgabe hort sich zwar ahnlich an wie Aufgabe 21, ist aber viel einfacher, da
wir die Polarebene und den Mittelpunkt des Berihrkreises nicht brauchen.

Wir 16sen die ganze Aufgabe hauptsachlich als rein
trigonometrisches Problem und brauchen nur den
Abstand von M zu Q.

-18 - 6
d(M,Q) = L

1 -5
Damit kdénnen wir den Offnungswinkel des Kegels
bestimmen.

: Gegenkathete _r _ 8
in - = =~
sin(o) Hypothenuse d 26 0,308

= o = sin’}(0,308) ~ 17,94°

[Der Offnungskegel ware eigentlich dass Doppelte von «, also 2-17,94=35,88°. Aber uns interessiert
fir spater immer nur der halbe Offnungswinkel, also «.]

Nun betrachten wir das Dreieck zwischen M, Q und
irgendeinem Beruhrpunkt genauer.
Die Strecke BP [das ist die Seitenlinie des Kegels] kann man
mit Pythagoras berechnen.
MB2+BP?=MP? = BP=y/MP2—MB?=1/262—8?~24,74
Der Radius des Grundkreises vom Kegel ist die Strecke
M*P, welche im Dreieck M*BP bestimmt wird.

= e =85 = M*P=BP-sin(a)=24,74-in(17,94)~7,62 = r=7,62

=..= \(-24)%+(—4)%+(—6) = 26

sin(a)
Die Hohe des Kegels erhédlt man ebenfalls im Dreieck M*BP mit Pythagoras.
M*B2+BP?=M*P? = M*p=y{BP?-M*P2=y24,74?-7,62?~23,54 = h=23,54

Nun kann man Volumen und Oberflache mit den Formeln
aus der Formelsammlung berechnen:

V=3mr2h = 377,622:23,54 ~ 1431,3 Das Volumen ist 1431,3.
O = r2+mrs = 7,622+m-7,62:24,74 ~ 650,3 Die Oberfliche ist 650,3.
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V.06.17 Berechnung der Lottozahlen fiir ndchste Woche

Dieses Kapitel ist zur Zeit leider noch in Bearbeitung ...

Bemerkung:
Die Themen ,Umkugeln® und ,Inkugeln® finden Sie in Kapitel V.09.05 und V.09.06.



