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2 Abstdnde

V.03 Abstdnde

In eine Prifung in Mathe zu gehen, ohne Abstand Punkt-Punkt,

Abstand Punkt-Ebene oder Punkt-Gerade zu kdnnen, ist derart

sinnlos, dass Sie stattdessen daheim bleiben und sich einen

schénen Tag machen kénnen.

Seien Sie also bitte brave Kinder und lernen diese drei Sachen besonders fleiig.

V.03.01 Abstand Punkt - Punkt ()

Aufgabe 1
Bestimme den Abstand von A(4]-2]|1) zu B(1]3]|6) !

Aufgabe 2
Bestimme den Abstand der Punkte A und B mit: A(1]2]|3) und B(-4|0|4).

Aufgabe 3
Bestimme den Parameter k™ so, dass der Abstand von C(8|3|6)
zu D(k|-5|4) 18LE betragt'!

Aufgabe 4
-1 1
Welche Punkte der Gerade g : X = | 2|+t- haben von P(4]3|2)
-6 4
den Abstand 6 ?
Lésung von Aufgabe 1:
. 1 - 4 -3
- Verbindungsvektor AB aufstellen: AB = |3 - —z = 5
6 —

- Lange des Vektors bestimmen: d(A,B)= |AB| \/ +52+52 V59 7,68

Lésung von Aufgabe 2:

. -5
d(A,B) = |AB| = —2’ = V(=57 +(—2)2+12 = Y30 = 5,48
1

Lésung von Aufgabe 3:

. k-8 k-8

d(C,D) = [CD| = ||-5-3]| = || -8 | = (k—8)*+(—8)2+(-2)?
4-6 -2

Dieser Abstand soll nhun den Wert 18 annehmen,

es gilt also:
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\/(k—8)2+(—8)2+(—2)2 =18 Falls man einen GTR/CAS ver-
wendet darf, kann man ab
Vk2-16k+132 = 18 () hier diese Gleichung von ihm
k2-16k+132 = 324 |-324 I6sen lassen. Wir rechnen
o jedoch natlrlich lieber alles

k2-16k-192 =0 mihsam von Hand.

k1,2 = 8+ /82+192 = 8+16 = ki=24 k,=-8 Masochismus pur!

Lésung von Aufgabe 4:

Immer, wenn man von einem Punkt nur weiB, dass er auf einer Gerade liegt,
bekommt er die ,Koordinaten" von dieser Gerade [nennt sich auch ,laufender Punkt einer
Geraden" oder ,Einzelpunktform™ einer Gerade] [xi=-1+1-t, X;=2-1-t, X3=-6+4-t].

Jeder Punkt von g hat also die Koordinaten: G( -1+t | 2-t | -6+4t )

Nun rechnen wir ganz stupide den Abstand von G zu P aus.

-1+t - 4 t-5
d(P,G)=IPG = | 2-t - 3| =||-t-1|[=V(t-5)+(-t—12+(4t-8)2 =...=/18t2—72t+90
—6+4t — 2 4t-8
Wegen d(P,G) = 6 gilt:
V18t2-72t+90 = 6 | ()? « Ab_hier kénnte  man . die
elichun wieaer vom
18:2;72t3+900= 36 |-36 | :18 I6sen Iasgen [falls erlaubt].
t2-4t+3 =
ti2 =% = 42+V4-3 = 2+1 = ti=1 t=3
t;in g: = Gi(0|1]-2) tin g: = Gx(2|-1]6)

V.03.02 Abstand Punkt - Gerade ( iiber Lotebene ) ()

Um den Abstand Punkt-Gerade zu bestimmen, werden wir:

—erst die Lotebene E..: aufstellen,

—dann den LotfuBpunkt L [als Schnittpunkt von E.: mit h]
bestimmen, [

-dann den Abstand von L zum gegebenen Punkt.

Aufgabe 5
Der Vogel ,Schlumpi® befindet sich im Punkt S(15|4|-2). Er ist sehr mide.
Da sichtet er plotzlich eine Hochspannungsleitung, welche entlang der Geraden

7 3
h: X =|-10|+t-|-6] verlauft.
15 6

Wie weit muss Schlumpi noch fliegen, um sich auf der Hochspannungsleitung
ausruhen zu kénnen ??

1 Wir Iésen die Gleichung hier mit der p-q-Formel. Die a-b-c-Formel ginge naturlich auch.
2 Wir l6sen die Gleichung hier mit der p-q-Formel. Die a-b-c-Formel ginge natiirlich auch.
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L6sung:

Erst “mal bestimmen wir den Punkt L der Hochspannungsleitung, welcher von
Schlumpi aus gesehen, am nachsten liegt. [Unromantiker wiirden sagen: wir errechnen den
LotfuBpunkt.] Dazu stellen wir in Gedanken eine Ebene auf, welche senkrecht zur
Hochspannungsleitung liegt und durch Schlumpi geht. [Natirlich tut das Schlumpi nicht
weh, es ist ja nur eine imaginare Ebene.] Der Normalenvektor dieser Ebene miisste also
der Richtungsvektor der Hochspannungsleitung h sein.

Wir wissen also: diese [imaginire!] Lotebene hat die Form: Eiot : 3X1-6X>+6x3=d

Da Eit durch Schlumpi geht [ohne ihm weh zu tun!!] kann man mit diesem Punkt S
eine Punktprobe machen, man kann also S in E.: einsetzen.

SinEw : 3:15-6-4+6-(-2)=d = d=9
Unsere Lotebene lautet also Eic : 3X1—6X2+6x3=9

Nun schneiden wir diese Lotebene [welche Schlumpi wirklich Gberhaupt nicht weh tut] mit
der Hochspannungsleitung h und erhalten den LotfuBpunkt L [Schiumpis Ausruhpunkt].
hnEe : 3:(7+3t)-6:(-10-6t)+6-(15+6t)=9
171481t=9 = t=-2 tinh = L (1]12]3)

»Schlumpi, flieg so schnell Du kannst zum Punkt L(11213). Dahin ist es am kiirzesten !/“

Wir berechnen derweil, wie weit es wirklich ist.

N 15-1 14
d(L,S) = [ = || 42| = || 2|| = V142+22+(=5) = 15
—-2-3 -5

Schlumpi muss noch 15 Langeneinheiten fliegen.

[Wihrend der vielen Minuten, die wir fiir diese Rechnung gebraucht haben, hat sich Schlumpi
auf dem Boden ausgeruht und wurde derweil leider vom Fuchs gefressen.]

V.03.03 Abstand Punkt - Gerade ( liber Einzelpunktform ) (§)

Mal schauen, ob wir die ,Schlumpi®“-Aufgabe auch anders |6sen kdnnen.

Aufgabe 6

Der Vogel ,Schlumpi2™ befindet sich im Punkt S(15|4|-2).
[Schlumpil wurde ja vom Fuchs gefressen.]

Auch er ist sehr mide.
Da sichtet er plotzlich wieder die h
Hochspannungsleitung, welche entlang der

7 3

Geraden h : X = |-10|+t-|-6| verlauft.
15 6

Wie weit muss Schlumpi2 noch fliegen, um sich auf
der Hochspannungsleitung ausruhen zu kénnen ??
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Losung:

Wir probieren folgenden Ansatz: Da der LotfuBpunkt L sich auf der Geraden h
befindet, hat er die Koordinaten L(7+3t|-10-6t|15+6t).

Da L ein LotfuBpunkt ist, steht der Vektor |SL| senkrecht auf der Geraden h.

Wie wir aus V.05.02 wissen, gibt das Skalarprodukt von zwei Vektoren, die
senkrecht aufeinander stehen, Null. Das bedeutet, dass auch das Skalarprodukt
von |§[| mit dem Richtungsvektor von h Null ergeben muss. Das isch kuhl.

. 743t - 15 —8+3t . 3
ISL| = |-10-6t - 4| = [-14-6t RV, = |-6
1546t - (-2) 17+6t 6
. . —8+3t| [ 3
SLl L RV, = |-1a-6t-|-6| =0
17+6t] | 6

& (-843t)-3+(-14-6t)-(-6)+(17+6t):-6 =0
162+81t=0 = t=-2 in h = L(1]2]|3)
Der gesuchte Abstand von Punkt S zur Gerade h st gleich
dem Abstand vom Punkt P zum LotfuBpunkt L.

. 15-1 14
d(L,S) = LS| = || 42| = || 2| = V14%+2%+(-5? =15
-2-3 -5

Schlumpi2 muss auch wieder 15 Langeneinheiten fliegen.

[Da wir nicht so viel gelabert haben wie in Bsp.5, hat es Schlumpi2 mit heiler Haut auf
die Hochspannungsleitung geschafft.]

V.03.04 Abstand Punkt - Gerade ( iiber GTR/CAS ) ()

Dieses Kapitel beachten Sie bitte nur, falls Sie einen GTR oder einen CAS
verwenden dirfen. Falls ja, haben Sie Gliick, denn der GTR liefert die schnellste
Methode fir die Abstandberechnung von einem Punkt zu einer Gerade.

Aufgabe 7 S
Der Vogel ,Schlumpine® befindet sich im Punkt S(15|4(-2).

[Schlumpine war die Freundin von Schlumpil]

Sie ist ein bisschen miude.

Plotzlich sichtet sie die gleiche Hochspannungsleitung,
welche entlang der Geraden

7 3
h: X =|-10/+t-|-6| verlauft.
15 6

Wie weit muss Schlumpine noch fliegen, um sich auf
der Hochspannungsleitung ausruhen zu kénnen ??

Lésung:

Der Ansatz geht wieder Uber den laufenden Punkt der Geraden.
L(7+3t|-10-6t|15+6t).

Der Abstand eines Punktes zur Geraden ist immer der kleinste Abstand.

Also berechnen wir jetzt einfach den Abstand von S zu L [in Abhangigkeit von t] und
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bestimmen davon das Minimum mit dem Taschenrechner.

. 7+3t - 15 —8+3t
Der Verbindungsvektor: SL = |-10-6t — 4 | = [-14-6t
15+6t - (-2) 17+6t

Der Abstand von S zu L: [SL| = \(—8+3t)>+(—14—6t)*+(17+6t)>

Diese lange Wurzel geben wir [so wie sie ist] in den GTR oder CAS ein und

bestimmen davon das Minimum.

[Moglichkeit 1: Man gibt sie im Grafik-MenU als Funktion ein und I@sst sich das Minimum berechnen
oder

Mdoglichkeit 2: Je nach GTR-Modell erhdlt man im Hauptmenu tber den ,fMin“-Befehl das Minimum)

Man erhalt ein Minimum bei x bzw. t=-2 und bei y bzw. d=15

In dieser Aufgabe war nur der Abstand gefragt, den haben wir nun. d=15
Wollte man auch noch den LotfuBpunkt haben, kénnte man nun t=-2 in
L(7+3t|-10-6t|15+6t) einsetzen und hatte den LotfuBpunkt L(1]2]3).

V.03.05 Abstand Punkt - Gerade ( iiber Sinus des Winkels) ()

Aufgabe 8
_ 7 3
Der Vogel ,Schlumpus" fliegt entlang der Geraden s : X =|-10|+t:(-6].
15 6

[Schlumpus ist der neue Freund von Schlumpine, die ja seit Aufgabe 5 Single ist.]
Schlumpus ist voll auf Speed, weil er gleich sein erstes Rendezvous mit seiner
neuen Flamme hat. Seine Hormonproduktion l[duft auf 200%.
Wahrend er so fliegt, fallt ihm ein, dass er keine Kondome dabei hat.
Ein entsprechender Automat befindet sich im Punkt K(15[4[-2).

Wie weit ist der Automat von seiner Flugbahn entfernt ??

Lésung: S 4
Schlumpus befindet sich irgendwo auf der Gerade.

Nehmen wir an, es ware der Stltzvektor S(7]|-10]15).
Nun entsteht ein Dreieck, in welchem der gewilinschte Abstand vom Punkt zu

Geraden die Gegenkathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist.

Es gilt: sin(a) = %

Berechnung der Hypotenusenlange SK:
15 - 7 8

SK =[Skl = ||4 - -10|| = || 14| = V82+142+(-17? = V549 =~ 23,43
-2 - 15 -17

Berechnung des Winkels zwischen SK und Gerade.

ElE

14
V3%4+(—6)%+6/8%+14%+(-17)?

|38+(-6)14+6-(-17)
,17 —
= cos(a)=0,768 = a=39,83°

V81-y549

=~ 0,768
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Berechnung des gesuchten Abstands Punkt-Gerade:
d

sinfa) = == = d = SK-sin(a) = 23,43:sin(39,83°) ~ 15,0

Der Abstand von Schlumpus” Flugbahn zum Kondomautomaten betragt 15m.

V.03.06 Abstand Punkt - Ebene ( iiber Lotgerade ) ()

Wir stellen immer zuerst die Lotgerade g« auf, dann errechnen wir den
LotfuBpunkt L [als Schnittpunkt von gue mit E].

Der gesuchte Abstand ist dann der Abstand von L zum gegebenen Punkt.
[Abstand Punkt-Ebene geht (iber HNF aber immer schneller.]

Aufgabe 9 Bestimme den Abstand von P(7|8]9) zu E : 4x1+4x,-2X3=6

Lésung von Aufgabe 9:
Wir werden die Lotgerade auf E durch P bestimmen. Diese schneiden wir mit der
Ebene und erhalten den LotfuBpunkt. Der Abstand von P zu L ist gesucht.

. 7 4

Ot ¢ X =|P|+t-|R| = [8]+t| 4 P
9 -2

Jiot iN E: ot

4.(74+4t)+4-(8+4t)-2-(9-2t)=6
42436t=6 = t=-1
4 3
4 4
-2 11
Der Abstand von L zu P ist gleichzeitig
der gesuchte Abstand von E zu P !

“1 4| = = L(3|4]11)

tin gyt X =

7
8
9

7-3 4
d(E,P) = d(L,P) = || 8-a|| = | 4| = Va2+42+(-2)2 = 6
9-11 -2

V.03.07 Abstand Punkt - Ebene (iliber HNF) ({f)

Es gibt mehrere Mdoglichkeiten die HNF (=Hesse-Normal-Form) einer Ebene
aufstellen. Ich hab' nicht vor, alle aufzufGhren.

Eine davon halte ich persénlich fir am einfachsten.

Man braucht dafiir die Koordinatengleichung der Ebene, bringt alles nach links [so
dass also rechts ,0" steht] und teilt nun durch den Betrag des Normalenvektors.
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Aufgabe 10

Es sei eine Ebene E : 2x1+2Xx>—-X3=6
2X +2X,~X;—6 A2, X

Die HNF davon lautet E :oe2eX2 _ g o g, 202660

o Bnia A =0
\/22.,.22.,.( -17 3

oder anderes Beispiel:
Es sei eine Ebene F : 6x:-2Xx>+3x3=-18

. 6X,—2x,+3X;+18 6X,—2X,+3X;+18
= o Fi——— =
Die HNF davon lautet 62T 5

0

Um nun den Abstand irgendeines Punktes zu irgendeiner Ebene zu berechnen,
nimmt man die HNF der Ebene, setzt den Punkt flir xi, X2, X3 ein und erhalt auf der
rechten Seite statt ,=0" den Abstand Punkt-Ebene [also ,d(E,P)"].

Weil Abstande immer positiv sind, wird das Ganze noch in' Betrag gesetzt.

Aufgabe 11
Bestimme Sie den Abstand von P(7|8|9) zu E : 4x1+4x,-2Xx5=9

Aufgabe 12 Welche Ebene ist parallel zu F : 4x:-7X2-4x3=0
und hat von U(6|6|6) den Abstand d=97

10
7 2
-2 1
Welche Punkte der Gerade g haben von E den Abstand d=+87?

7

Aufgabe 13 Sei g: X = +t- und E : 3x:4+3x3+12=0

Lésung von Aufgabe 11:

4x,+4x,—2X;—9 4x,+4%x,—2X3;—9
HNF der Ebene aufstellen E: ————"-=0 & E:—"+"7—"—=0
V4 +47+(-2) 6
4-7+4-8-2-9-9 33

Lésung von Aufgabe 12:
Wenn die Ebene parallel zu F sein soll, hat sie den gleichen Normalenvektor, hat
damit die Form: E : 4Xx;—-7X>—4x3=d besser: E : 4x:-7X,-4X3 = a

HNF d Eb fstell E - 4x,—7%X,—4x;-a 4x,—7X,—4x;—-a 0
er ene aurstellen a7 ar ) =

. 4.6—7-6—4-6—a

S d(EU) = TSR
—-42-a
= 9 = T | .9
[Ab hier kdnnte man die Gleichung wieder vom GTR Iésen lassen.]
81 = |-42-a| « den Betrag l6st man auf, indem
+81 = -42-a auf die andere Seite ein ,£" kommt.
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8l1=-42-a = 123 =-a = a;=-123
8l 423 o -39=-a = a= 39

Die gesuchten Ebenen sind damit: E: ! 4X1-7X2-4%x3 =-123
E2 . 4X1—7X2—4X3 = 39

Lésung von Aufgabe 13:

Jeder Punkt der Gerade hat die Koordinaten G( 10+7t | 7+2t | -2+t ).

Mit diesem miesen, fiesen, allgemeinen Punkt stellen wir den Abstand zur Ebene E
auf und setzen ihn dann gleich V8. [Und Iésen dann nach ,t" auf].

3x,+3X,+12 3X,+3X5+12

HNF der Ebene aufstellen E: T30t = 718 =0
Um den Abstand zu berechnen: G in HNF einsetzen.
d(E,G) = |3~(10+7t)+ﬂ—2+t)+12| _
(E,G) 2 /8

24t+36 _

2700 = /8 o

V18 \/7 |18

|24t+36| = 12 Betrag auflésen

24t+36 = £12
<:24t+36 =+12 = t=-

24t+36 = -12 = t,=-2 t; und t, wieder in g einsetzen

= G (3]5]-3) = G2(-413]|-4)

V.03.08 Abstand zwei paralleler Geraden, Gerade-Ebene, Ebene-Ebene

— Zwei parallele Geraden haben lberall den gleichen Abstand. Man nimmt von der
einen Gerade einen Punkt [z.B. den Stitzvektor] und berechnet den Abstand zur
anderen Geraden, flhrt das Ganze also auf , Abstand Punkt-Gerade" zurtick.

— Eine Ebene und eine Gerade, die zueinander parallel sind, haben (berall den
gleichen Abstand [na, kommt Ihnen das bekannt vor?]. Man fuhrt alles auf die
Berechnung von Punkt-Ebene zuriick. Man nimmt von der Geraden einen Punkt
[z.B. den Stiutzvektor] und berechnet den Abstand zur anderen Geraden.

— Zwei parallele Ebenen haben Uberall den gleichen Abstand [na, kommt Ihnen das
bekannt vor?]. Man fuhrt alles auf die Berechnung von Punkt-Ebene zuriick. Man
nimmt von der einen Ebene einen Punkt [z.B. einen Spurpunkt] und berechnet den
Abstand zur anderen Ebene.

7 4
8 3 6

5 1 2
Bestimmen Sie den Abstand beider Geraden.

8

Aufgabe 14 Sei g: X =|8|+r: und h:X=[1]+t

5
1
8
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7 2
Aufgabe 15 Sei g:Xx=|8|+t:{2] und E: 2x;+4x;-4x3=16
-6 3

Bestimmen Sie den Abstand von g und E !

Aufgabe 16 Sei E:3Xxi+2X+5x3=66 und F : 6X1+4X>+10x3=-50
Bestimmen Sie den Abstand der Ebenen E und F !

Lésung von Aufgabe 14:

Dass es sich um zwei parallele Geraden handelt, sieht man an den
Richtungsvektoren. Damit ist der Abstand zwischen beiden Geraden uberall gleich.
Wir kdénnen also den Abstand von einem der beiden Stltzvektor zur anderen
Geraden berechnen.

[Welche Methode man anwendet, ist natlrlich egal. Ich werde hier die
Methode Uber die Lotebene anwenden.]

Wir kénnen beispielsweise den Abstand von der Gerade g
zum Stitzvektor von h ausrechnen.

Den Stitzvektor von h nennen wir “mal P, er hat die
Koordinaten: Pn(5|1]8)

Ab jetzt betrachten wir also nur noch den Punkt P, und die
Gerade g.

Nun berechnen wir den Abstand Punkt-Gerade, also den Abstand von Py zu g.
Den Rest der Gerade h vergessen wir. Die ist flir uns gestorben.

Wir stellen zuerst die Lotebene auf, die senkrecht auf g steht und durch P, geht.
Bt : 4x1+3xo+x3 =d
Pnin Et : 4:543-148 =d = d=31 = Elot 1 4X14+3X2+x3 = 31

Nun schneiden wir die Gerade g mit
Eotng: 4(74+4r)+3:(8+3r)+(5+r) = 31
57+26r=31 = r=-1
ting = LotfuBpunkt L(7-14|8-1-3|5-11) = L(3]|5]|4)

. 3-5 -2
d(g,h) =d(L,Pn) = [PL| = |51 = || 4| = V(—2P+4%+(-47 =6
4-8 -4
Lésung von Aufgabe 15: g ¢

Da g und E parallel sind [das Skalarprodukt von fie mit dem RV,
ist Null], kann man einfach den Abstand vom Stltzvektor
zur Ebene ausrechnen.

2X,+4%,—4Xx;—16 2X,+4X,—4x,—-16

HNFe : \};22+42+(74>2 = 6 =0

7 27+48-4{-6)-16
d(g,E) = d((fsﬁ_) ,E) = | Lo

=9
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Lésung von Aufgabe 16:

Da E und F parallel sind [beide Normalenvektoren sind Vielfache], kann man einfach den
Abstand von irgend einem Punkt der einen Ebene zur anderen Ebene berechnen.
Irgend ein Punkt der Ebene E ist z.Bsp. der Spurpunkt (22]0|0).

22 22+4-0+10-0+
d(E,F) = d((g)f) _ ‘622 4.0+100 50‘ _ ‘182 ~ 14,76

V152 V152

Der Abstand der beiden Ebenen ist Uberall gleich. Man
nimmt irgend einen Punkt der einen Ebene und
berechnet den Abstand zur anderen Ebene. -

Es gibt mehrere Methoden, den Abstand zweier windschiefen Geraden zu

berechnen.

— Eine Methode [Kapitel v.03.09] geht relativ schnell (lber eine Hilfebene), hat
allerdings den Nachteil, dass man die LotfuBpunkte der Geraden nicht erhailt.

— Eine andere Methode [-siehe Kapitel V.03.10] besteht darin, die LotfuBpunkte zu
berechnen. Das dauert zwar etwas léanger, aber es gibt viele Aufgaben, in
welchen man die LotfuBpunkte tatsachlich braucht.

- Eine weitere Methode geht (iber eine ,einfache" Formel: d=n [p-d].

Die Methode ist nicht besser und nicht schlechter als die erste Mehode, wir
gehen hier auch nur kurz darauf ein.

Fazit: Wenn man die LotfuBpunkte nicht braucht, ist V.03.09 besser.
Wenn man die LotfuBpunkte braucht, ist Kap.V.03.10 angebracht.

V.03.09 Abstand windschiefen Geraden iiber Hilfsebene oder Formel (§)

Vorgehensweise:

Gegeben sind zwei Geraden, die wir g und h nennen.

Man hangt an die Gerade g den Richtungsvektoren der Geraden h an und erhalt
so eine Ebene in Parameterform.

Die Ebene wandelt man in Koordinatenform um.

Nun bestimmt man den Abstand von dieser Ebene zum Stitzvektor von h.

Aufgabe 17

-5 -1 4 1
Sei g:X=|8|+t| 4| und h:X=|-3]+t-| 4

4 1 9 -3

Bestimmen Sie den Abstand von g und h'! [Lésungen auf Seite 12 und auf Seite 12]
Aufgabe 18

-4 3 3 0
Sei g:Xx=|2+t| 2| und h:X=|-3]+r| 1

20 -6 9 -2
Bestimmen Sie den Abstand von g und h! [Lésungen auf Seite 12 und auf Seite 13]

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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12 Abstande

Lésung von Aufgabe 17 (liber Hilfsebene):

- Wir stellen eine Hilfsebene auf, indem wir den Richtungsvektor von h an

die Gerade g dranhangen.

-5 -1
8 4 4
4 1 -3

Die Ebene E ist parallel zu g und zu h und enthalt die Gerade g.

- Wir wandeln die Ebene Euir in Koordinatenform um.
[mithilfe des Kreuzproduktes]

1

= By 1 X = +t- +r-

-1 1 -16
n=\|4(x| 4|=...=|-2| = Euir: -16X1—-2X>2—-8x3=d
1) -3 -8

(-5]8]4) in E einsetzen um d zu bestimmen =...= Euir : -16X1-2X2—-8X%3=32

— Den Abstand von Euir zum Stlitzvektor von h bestimmen.
16x,-2x,-8x,-32] _

V(~16)24(~2)2+(~8)2

Ewir in HNF umwandeln:
16-4-2-(-3)-89-32 _

V(=16)%+(-2)*+(-8)?
Der Abstand der Geraden g und h betragt 9.

Stutzvektor von h in HNF einsetzen: d = .= 9

Lésung von Aufgabe 18 (Uber Hilfsebene):

— Wir stellen eine Hilfsebene auf, indem wir den Richtungsvektor von h an
die Gerade g dranhangen.

-4 3

2 2 1

20 -6 -2

Diese Ebene ist parallel zu g und zu h und enthélt die Gerade g.

- Wir wandeln die Ebene Euir in Koordinatenform um.
[mithilfe des Kreuzproduktes]

0

= By i X = +t +r-

3 0 2
A= 2|x| 1]=...=|6| = Enir @ 2X1+6X2+3x3=d
-6 -2 3

(-412]20) in E einsetzen um d zu bestimmen =...= Euir : 2X1+6X2+3Xx3=64
- Den Abstand von Eyir zum Stitzvektor von h bestimmen.
|2x,+6 X, + 3x,— 64| 0

Enis in HNF umwandeln: e
Hilf u a de x/22+62+32

[2:3+6-(—3)+3.9-64 _
V22462432 o

=7

Stutzvektor von h in HNF einsetzen: d =

Der Abstand der Geraden g und h betragt 7.

Lésung von Aufgabe 17 (liber Formel):

Die LotfuBpunkte sind nicht gefragt,

wir verwenden die Formel: d(g,h)= ﬁ’ﬁ-(ﬁfﬁ)‘

P und g sind die Stlitzvektoren der beiden Geraden.

Zuerst berechnen wir den Normalenvektor aus den
beiden Richtungsvektoren der zwei Geraden.

© Havonix 2017 h[x]= matheseite
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Abstinde

[Ohne triftigen Grund verwenden wir das Skalarprodukt.

Die Methode Uber das Kreuzprodukt ware nattrlich besser :-) ]

-1 1 - =
41=0 und Bl 4 1ni+4n+1ns =0
1 _3 1n:1+4n,-3n3 =0

Addieren der beiden Gleichungen liefert: 8n,-2n; = 0

Aus Nn-

=0 folgt:

Wahle z.B. n,=1 =...= n3=4 =..= n=8 =

. (8
= N=|1
4
Der Betrag des Normalenvektors ist: |n|=v82+12+42
Der Normaleneinheitsvektor ist
-~ 1= 1 8l 18
M=M= azr12raz 9’|}
4 4
8|[[-5| [ 4 8\[-9
= o 1 1
d = |fs(p-9)| = Sl 8 -3 = 3l
4/l 2] |9 4/|-5

Der Abstand der beiden Geraden ist 9.

Lésung von Aufgabe 18 (Uber Formel):

Die LotfuBpunkte sind nicht gefragt, wir verwenden: d(g,h)=

P und g sind die Stltzvektoren der beiden Geraden.

13

Der Abstand von zwei
windschiefen Geraden:

d(g/h)=| &7 (5-3)

Da Flfﬁﬁ gilt,
taucht die Formel auch
haufig in der Form auf:

d(g,h)=|A(P—4)|

Hierbei sind p und g die
Stltzvektoren der Gera-
den n ist der Normalen-

vektor, den man aus den
Richtungsvektoren erhalt.

- ‘%~(8~(—9)+1~11+4-(—5)) -9

LA(p-a)|

Zuerst berechnen wir den Normalenvektor aus den beiden Richtungsvektoren

der zwei Geraden.

[Ohne triftigen Grund verwenden wir die Methode vom Kreuzprodukt.
Die Methode uber das Skalarprodukt wiirde naturlich ebenfalls gehen.]

. 3 0 2
n=|(2|X{1|=...=16
-6 -2 3

Der Betrag des Normalenvektors ist: |7|=v22+62+32

ol

2
. . . - 1 = 1
Der Normaleneinheitsvektor ist Ny=rN ZW'(6

3
o L2\ [ 3 27
d = |f.(p-a)| = ~lsill 23| = [5]e]] 5
3/[l20/ | o 3/[11

Der Abstand der beiden Geraden ist 7.

|

= ‘%-[2~(—7)+6-5+3~11]‘ =7

h(x]= matheseite
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14 Abstande

V.03.10 Abstand windschiefer Geraden liber die LotfuBpunkte (§)

Aufgabe 19 [Abstand Gerade-Gerade (iber Berechnung der LotfuBpunkte]
-5 -1 4 1
8 4 -3 4
4 1 9 -3
Welche Punkte der Geraden g und h haben den geringsten Abstand voneinander?
Bestimmen Sie den Abstand von g und h !

Sei g:X= +t- und h:X = +t-

Aufgabe 20
—4 3 3 0
Sei g:Xx=|2|+t| 2] und h:X=|-3+r 1
20 -6 9 -2

Bestimmen Sie den Abstand von g und h'!
Welche Gerade j steht senkrecht auf g und auf h?

Lésung von Aufgabe 19:

Wir werden so vorgehen: Stellt Sie sich eine Gerade
vor, die sowohl g als auch h in einem rechten Winkel
schneidet. Die Lange von dieser Verbindungsstrecke [in
der Zeichnung: GH] wére der Abstand der beiden Geraden. e
Wir werden also G und H bestimmen, die Anfang- und

Endpunkt dieser senkrechten Verbindungsgeraden sind.

Die Punkte sind die LotfuBpunkte und ich nenne sie
analog zu ihren Geraden: ,G"“ und ,H".

Von G und H wissen wir nur, dass sie auf den Geraden g und h liegen,

daher ,geben wir" G und H die Koordinaten der Geraden g und h:
G(-5-t | 8+4t | 4+t) H(4+r ]| -344r ]| 9-3r)

— . (4+r) —(-5-t) 9+r+t
Unser Vektor GH sieht demnach so aus: GH = |(-3+4r)—(8+4t)| = |-11+4r—4t
(9-3r)— (4+t) 5-3r—t

GH muss ja nun sowohl auf der Geraden g, als auch auf der Geraden h senkrecht
stehen, deswegen muss das Skalarprodukt von GH sowohl mit dem Richtungs-
vektor von g, als auch das mit dem Richtungsvektor von h Null ergeben.

9+r+t -1

—11+4r-4tp| 4| =0
5-3r-t V1
o (94r+t)-(-1)+(-11+4r-4t)-(4)+(5-3r-t):(1)=0 & -48+12r-18t=0

1

GHRV =0 e

ol

9+r+t
—11+4r—4tl| 4

5-3r-t | |-3
o (94r+t)-(1)+(-11+4r-4t)-(4)+(5-3r-t):(-3)=0 & -50+26r-12t=0
Aus diesen beiden Gleichungen berechnen wir ,r* und ,t".

Gﬁolﬁ/]:o o o

=0

-48 + 12r-18t =0 - (-2)  —
-50 + 26r- 12t =0 |- 3 j
-54 + 54r =0 = r=+1 = t=-2
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Abstdnde 15

rund t zurick in G und H eingesetzt, ergibt: G(-3|0]2) H(5|1|6)

— 5-(-3) 8
d(g,h) =d(GH) = GH = ||1-0| = 1| = /82+12+42 = 9
6-2 4

Lésung von Aufgabe 20:

G und H ,geben wir" wieder die Koordinaten g
der Geraden g und h, also:

G(-4+3t|2+2t]20-6t ) H(3|-3+r|9-2r)

Unser Vektor GH sieht demnach so aus: H
. (3 ) — (—4+3t) 7 -3t
GH = |(=3+r) — (2+2t) | = | —5+r-2t h

(9-2r) — (20-6t) ~11-2r+6t

GH muss auf beiden Geraden senkrecht stehen, damit muss das Skalarprodukt mit

beiden Richtungsvektoren Null ergeben.
7 -3t |3

—5+r=2t | 2|=0
—11-2r+6t/ |-6
o (7-30)-(3)+(-5+r-2t)-(2)+(-11-2r+6t)-(-6)=0 & 77+14r-49t=0
7 3t |0
—5+r-2t | 1

—11-2r+6t) (-2
o (7-30)-(3)+(-5+r-2t)-(2)+(-11-2r+6t)-(-6)=0 & 17+5r-14t=0

Aus diesen beiden Gleichungen berechnen wir ,r* und ,t".

EI:IOFWQ :O =1

(_;HOR_V: =0 e =0

77+14r-49t =0 | - (-5) a
17+ 5r-14t =0 | - 14
-147 4+ 49t =0 = t=+3 = r=5

rund t zurick in G und H eingesetzt, ergibt: G(5]8]2) H(3]|2]-1)

3-5
2-8 -6
-1-2 -3
Der Abstand war, streng genommen, nicht gefragt.

-2

d(g,h) = d(G,H) = GH =

= V(-2P+(-6)+(-3? = 7

Welche Gerade steht auf g und auf h senkrecht?
Das ist die Gerade, die durch G und h geht.

R -3 8
jix=| o|+r|1
2 4
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