A.45 Wurzel-Funktionen 1

Von diesem Kapitel existiert bisher leider nur eine veraltete Version.
Wir bitten um Entschuldigung, wir lUberarbeiten es schnellstmoglich.

Das Buch:
Dieses Kapitel ist Teil eines Buches.
Das vollstandige Buch kénnen Sie unter gg

NALE s
www.mathe-laden.de bestellen ’;}%
(falls Sie das mochten). C\? d
Sie werden in diesem Buch ein paar Sachen finden, die nicht w“ )
aus dem Internet herunter geladen werden kénnen. | = hs
Dazu gehéren: K%

Inhaltsverzeichnis, Stichwortverzeichnis, hixl="~
und viele Aufgaben zum Selberrechnen.

(SN

Die Strukturierung:
Die Struktur und die Nummerierung des Buches (und somit dieses Kapitels) ist genau gleich wie
die von www.mathe-seite.de, von welcher Sie diese Datei vermutlich bezogen haben.
Somit kénnen Sie recht einfach zwischen Lernfilmen der MatheSeite und den schriftlichen
Erklarungen des Buches hin- und her springen.
Auf diese Weise sollten Sie sich (hoffentlich) optimal vorbereiten kdnnen.

Nutzungsbedingung:
Sie konnen diese Datei gerne beliebig fur den eigenen Gebrauch verwenden.
Nicht gestattet sind Anderungen sowie kommerzielle Nutzung.
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2 A.45 Wurzel-Funktionen

Kap 08 Wurzelfunktionen

Ich denke “mal, dass es bei Wurzelfunktionen nur eine Sache gibt, die etwas ungewdhnlich ist,
das ist das Kurzen bzw. Erweitern bei den Ableitungen. Rechnen wir ein paar hassliche Aufgaben.

Kap.08a) erste, hassliche Aufgabe

Es sei f(x) = 0,5x/16-x*

-Kurvendiskussion und Zeichnung.

-Bestimmen Sie die Flache, die f(x) mit der x-Achse einschliel3t.

-Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der durch Drehung dieser Flache um die
x-Achse entsteht ! Zeigen Sie, dass dieser Korper nicht aus einer Kugel mit dem

Durchmesser

von 8(LE) herausgeschnitten werden kann.

-Der Punkt P(u|v) mit u>0 liegt auf der Kurve von f(x). Prifen Sie, ob es eine mdgliche Lage
far P gibt, so dass das Dreieck, welches von den Koordinatenachsen und der Tangente an

f(x)

im Punkt P, einen extremalen Flacheninhalt hat. Geben Sie ggfs. die Koordinaten von P an.

Definitionsmenge:
16-x2>0 = 16 > x? = 4 <x<4 D={x]|]-4<x<
4}

Asymptoten:
keine senkrechten Asymptoten.
fir x—»-4 = f(x) - -2:0

0
fur x—»+4 = f(x) - 220=0

= keine Asymptoten.

Symmetrie:
Wenn lhr die Funktion vom Taschenrechner zeichnen lasst, konnt |hr anhand vom Schaubild
eine Symmetrie zum Ursprung vermuten.

f(x) = -f(-x)
0,5xV16-x> = —(0,5:(-x)-V16—(-x)*)
0,5xV16-x2 = —(-0,5x116-x*)
0,5xV16-x> = 0,5x-V16-x°

0 = 0 = Symmetrie zum Ursprung
Ableitungen:
f(x) = 0,5xV16-x’
1 1 2 X’
) = 0,5716-%2+0,5x———(-2x) = 1165 - — =
x) ' T 2416-% (-2x] 2 2/16-x?

1 Den ersten Bruch mit \/16—X2 erweitern.
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A.45 Wurzel-Funktionen 3
o (1e-x) % _16-x*-x* _ 16-2x*  _ 2(8-x°) _  8-X’
2416-x2  2:/16-x 2.416-% 2:416-x2 2416 -x2 J16-x2

~2x4/16-x2 = (8=x%)—1 (-2

2

C2x16-x2 + BX
V16—

f''(x) = (16—X2) 225 = (16—X2) = = Bruch mit V16-x° erweitern =
=2 (16-x0) +(8x=xY) | —32x+2x+8x—x> _ x’-24x
(16-x2)16—-x2 V(16—x2 (16-x7)"°
2 215 (3 1 (1A _v2\05(_
fr(x) = (3x*-24)-(16—x%)" —(x 2:l>3<) 1,5(16-x°)""(-2x) — (16-x)°° ausklammern =
(16-x7)
_(16=x3)"°[(3x°-24)(16-x*)' — (x’-24x):1,5:1(-2x)] _ (3x°-24)(16-x%) — (x’-24x)-(-3x) _
B (16-x2) B (16-x2)%° B
_ 48x*-3x%-384+24x*+3x*-72x* 384
B (16—x3)>° T (16-x2*°
Nullstellen:
f(x) =0
0,5xV16-x* =0
R
x1=0 J16-%2 = 0 ()
16 -x2=0 N.(O0|O0)
X23 = +4 N.(4|0)
N3(-4]0)
Extremstellen:
filx) =0
8-x’ ,
v 0 | V16-x
8-x2= 0 x|
X;,=+V8
3 — — | =2 7 B
ol =208 BT 24 1608, g (1)
(16-18)" 8 88"
f— _2 —
f(+/8)=0,518-/16-18" = 0,5-/8/8 = 4 = H(/814)
aus Symmetriegrianden gibt es (am Ursprung gespiegelt) einen Tiefpunkt
T(-V81-4)
Wendepunkte:
f'(x) =0
-24
(:6_)(2;,5 = | - (16-x%)**
x*-24x =0
x-(x*-24) =0
¥ -
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4 A.45 Wurzel-Funktionen

x1=0 x%24=0
X23 = i4,89 gD
-384 -384
flll 0 = —
f(0) = 0,5-0V16-0° =0 -  W(0]0)
Zeichnung: 4
L f(x
| 11 )
N Co
| S N T TN
w
Flache mit der x-Achse: T e i
Es gibt zwei Teilflachen, jedoch sind beide aus Symmetriegrinden gleich. dx = o

A = zfz 0,5x-V16—x%dx = Substitution u=16-x> = Zf:z 0,5x-\/a dx =

_ u=0 “du _ o _ O o fodu _ 1 % - _

= 2-0,5-fu1:16 xVuF = u'=-2x = 1-f16-x-¢u_—2X = —§~f16\/udu =

0
1 3 3 3

S O L 1R U P I3 RS U P el IR B PR [0]+[%] _

= 216udu— 23u16—2[30+2316— 31 =
64
3

A

Vi = 2.1 [ [f(x) dx = 27 [} 0,25x%(16-x}) dx = y

Rotation der Flache um die x-Achse:
Es gibt auch hier zwei symmetrische Teilkorper. Wir T \
berechnen das Volumen vom rechten und verdoppeln es. //\\\

2n- [ 4x=0,25x dx = - [; 8x*~0,5x*dx =

8.3 1.5 _ _ [104] _ _ 1024 /
AN ETT LN 15} 0] = S \

Entlang der x-Achse hat dieser Korper eine Ausdehnung von 8(LE), das entspricht genau dem
Durchmesser der gewunschten Kugel. Wir konnen also davon ausgehen, dass die Kugel, um
die es geht, ihren Mittelpunkt im Ursprung hat.
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A.45 Wurzel-Funktionen 5

Also durfte jeder Punkt des Rotationskdrpers vom Ursprung hoéchstens einen Abstand von
d=4 (=Radius) haben. Jedoch hat schon der Hochpunkt von f(x) vom Ursprung einen Abstand
von:

d = X=X/ +(y4-Yo = U{8-0) +(4-0 = {24 >4

Extremale Dreiecksflache ...
Es geht offensichtlich um einen Punkt P, der irgendwo
auf der Funktion f(x) liegt. Da er auf der Funktion liegt,
hat er den y-Wert f(u). P hat also die Koordinaten:

P(ulf(u)) = P(ul0,5uV16-u?)
Durch diesen Punkt P geht eine Tangente, die mit den
Koordinatenachsen ein Dreieck bildet. Die Flache von
diesem Dreieck soll extremal werden.
Wenn wir den Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse
»,R“ nennen und den mit der y-Achse ,S“, qilt fur die
Dreiecksflache:

1
A, = E . XR . yS (wobei xg natlrlich der x-Wert von R und ys naturlich der y-Wert von S ist)

Wir stellen also zuerst die Tangentengleichung an f(x) in P auf, schneiden die Tangente dann
mit den Koordinatenachsen und berechnen den Flacheninhalt der Dreiecks.

Anschlieend leiten wir den Flacheninhalt ab und setzen A'=0, da die Dreiecksflache ja
extremal werden soll. Das war's auch schon. (Klingt nicht so wild, oder ??)

Tangentengleichung:

Ihr kdnnt hier mit der

m = Y—Yo « Punkt-Steigungs-Formel
X=X, anfangen.
. —f(u
Fru) = ¥ ) | - (x-u)
X—U

f'(u)-(x-u) = y-f(u)

lhr kdnnt auch erst hier mit der

y = fi(u)(x-u) + f(u) - Tangenten-Formel anfangen.
2
y= =% (x-u)+0,5u16-u
V16-u
Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse:
x=0
2 _ 3
y = %-(O—UH 0,5u416-u* = ﬁ:wz +0,5u16-u° =
V16-u -u

—8u+u’ + 0,5u(16-u’)

= zweiten Bruch mit \/16—x2 erweitern = =
V16-u? V16-u’
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6
_ —8u+u’+0,5u(16-u?) —8u+u’+8u-0,5u’
J16-12 V16-12
Ly = 0,5u°
° 16-u’

Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse:

y=0
0= %-(x—u)+0,5u-d16—u2
v1o—-u

0 = (8-u?) - (x-u) + 0,5u-(16 - u?)
-0,5u-(16-u?) = (8-u?)-(x-u)
-8u + 0,5u® = (8-u?):(x-u)

—8u+0,5u° _
T
3
X = —81;+0,25u ‘U
—u
_ —8u+0,5u® u-(8-u?)
X = ——+ —
8-u 8-u
« = —8u+0,5u® + 8u-u?
8-u’
_ x - ~05¢ _ 05u’
" 8—u’ u’-8

Flacheninhalt des Dreiecks bestimmen:

w

_ 1y .y _ 10508 0508 1
AA(U)— 2 R YS = 2 u2_8 16_u2 - p)

Flacheninhaltsformel ableiten (2’

A.45 Wurzel-Funktionen

1 6u5~(u2—8)-v16—u2—u6-[2u-v16—u2+(u2—8,)’-2 e g(—éu)]
Al _ . A16-u
(u) 8 (u*-8)-(16-u?)
16U {(u’-8)(16-u*) - u®{2u:(16—u’)+(u’~8)-1:(-u)]
-8 (UP-8)2(16-u%)+16-u? B
_ 1 6u’(16u’-u'-128+8u*) - u*[32u-2u’-u+8u]
I (u?-8)(16-u?)? -

|-V16-u’
| - 0,5u:(16-u?)
| : (8-u?)
| +u
oy 1
(W-8)-y16-u2 8 (u-8)V16-v’

2
mit \/16—U erweitern =

2 Das /s vor dem Bruch bleibt einfach unbeachtet stehen, da man Zahlen, die mit ,mal* verbunden sind, ignoriert.
Den Bruch selber leitet man natuarlich mit Quotientenregel ab, wobei der Nenner selber ein Produkt ist, also mit

Produktregel abgeleitet werden muss.
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A.45 Wurzel-Funktionen

1 6u’(-u'+24u’-128) — u®[-3u’+40u]
8 (u*=8)%(16-u?)

_ 1 -6u’+144u’-768u’ +3u’-40u"
8 (W-8)*V(16-u?)

_ 1 -3u’+104u’-768u°
8 (W-8)(16-u

Extremwerte ausrechnen:
A'(u) = 0
1 —3u’+104u’-768u°
- . —_ O '8' 2_8 2. 16_ 2\3
8 (W-87(16-u) | - 8:(u"=8)%( u’)
-3u® + 104u’ - 768u> =0

u(-3u*+ 104u®-768)=0 u=0
-3u*+ 104u?-768 =0 | :(-3) Substitution: z=u?
zz—%“z+256 =0
52, I[52f 52, 20
Z,, = —i\/— -256 = =+
1,2 3 3 373
= Z1 = B =24 Z, = 2
3 3
32
2=24 2= =
u u 3
U2 =~ i4,90 Usa =~ i3,27

Da die Definitionsmenge von f(x) Uberhaupt nur zwischen ,-4“ und ,,+4" liegt,
fallt u, und u; weg. Da u>0, fallt auch us=-3,27 weg, einzige Losung ist also us=+3,27

-  u=327 =  P(3,27|f(3,27))

Kap.08b) zweite, hassliche Aufgabe

2
Essei  f(x) = ﬁ £>0
X—X

-Kurvendiskussion und Zeichnung von fi(x) und f2(x) .

-Zeigen Sie, dass fi(x) eine Symmetrieachse besitzt.

-Bestimmen Sie die Ortskurve aller Extrema !

-Bestimmen Sie diejenigen Bereiche, in denen fi(x) umkehrbar ist,
sowie Defintions- und Wertemenge der Umkehrfunktion.

h[x]= matheseite © Havonix 2006
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8 A.45 Wurzel-Funktionen

-Bestimmen Sie flr t<x<2t eine Umkehrfunktion f;l(x) von fi(x).

-Flr jedes u mit t<u<1,5t bildet der Punkt P(ul|f(u)) mit T(t|t) und dem Punkt R(u|0)
ein Dreieck. Geben Sie den durchschnittlichen Flacheninhalt von allen dabei
entstehenden Dreiecken an !

Definitionsmenge:
2tx-x2 >0 3)
x(2t-x) > 0
= I.LFall: x>0 A 2t-x>0 = Il.LFall: x<0 A 2t-x<O0
x>0 A x<2t x<0 A x>2t

( Der Il.Fall liefert gar keine L6sung. Da t>0, hieSe das namlich, dass x<0, allerdings grofRer als 2t, also gréRer als
irgendein positiver Wert. Das ist natlrlich ein Widerspruch. Es bleibt also nur Fall | Gbrig. )

D={x]|]0<x<
2t }

Asymptoten:
Senkrechte Asymptoten gibt's bei In-Funktionen und bei Brichen, wenn der Nenner Null
wird.
Nenner = Null o 2tx-x*=0 < x((2t-x)=0 < x;1=0V x;=2t
Es gibt also vermutlich zwei senkrechte Asymptoten, bei x;=0 und bei x,=2t.
( Beides sind auch die Rander der Definitionsmenge, daher kénnen wir uns nachher das Verhalten von f(x) am
Rand der Definitionsmenge sparen.)

2
fir x- 0 = limeof(x) = Iimxéw—ﬁ = 4o
2t x—x2
X “
. t?
fir x- 2t = limcafix) = Imxm? = +oo
T 2tx—x"
X ‘o
= zwei senkrechte Asymptoten.

bei x;=0 und x,=2t

Symmetrie:
Die Definitionsmenge ist weder zum Ursprung noch zur y-Achse symmetrisch, also kann es

auch die Funktion nicht sein. (Symmetrie zu anderen Achsen oder Punkten ist deswegen immer noch
moglich. Das mussen wir nach der Kurvendiskussion sowieso machen)

Ableitungen:
t* t*
f)( = =
e V2tx—x° (2tx—x**
G205 _ 42, 2y 05 (94 _ 2 _2)05 (5
flx) = 0-(2tx=x") t(zot,xs (fzt))f x*) " (2t-2x) _ -0,5t (z(tzxtxx)iz)1 (-2 _ (263} erweitemn
-0,5t>1-(2t-2x) _ -0,5t%(2t-2x) _  —t’+t’x
(2tx—x*)"(2tx —x*)° (2tx—x?)? (2tx—x*)"

3 Nur wegen der Wurzel miisste man den Ansatz ,,2tx-x>>0" machen. Da der Term im Nenner steht, darf er nicht
genau Null werden. Deswegen muss es statt ,, =" einfach nur ,>" heissen.
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A.45 Wurzel-Funktionen

£ (2tx —x2)"° — (—2+t%x)-1,5(2tx —x*)*°-(2t - 2x)

f''(x) = 2] = oben (2tx-x?)°° ausklammern =
_ (2tx=x*)"% [ 2tx —x?)' = (=t’+t°x)-1,5-1-(2t - 2x)] _ t*(2tx—x%) — (-t>+t°x)-(3t—3x)
(2tx—x?)? (2tx—x?)**

208 x—t°x% — (=3t*+3t°x+3t°x—3t°%%)

2t3x—t2x% + 3t*—6t3x+3t%x?

2t x2—4t3x+3t*

(2tx—x?)*®

(2tx—x*)*?

(2tx—x?)**

f'"'(X) Die dritte Ableitung spare ich mir, da es (laut Taschenrechner-Zeichnung) wahrscheinlich gar keine
Wendestellen hat. Wenn's doch welche hat, mussen wir f'''(x) gegebenenfalls spater noch ausrechnen.

Nullstellen:
fix) =0
t2
oo T e
2
=0 11
y
Extremstellen:
filx) =0
—t3+t?x
(2tx—x5 0 | -v2tx-x?
B +tx =0 |+t |: 8
= Xx=t
2t -4t t+3t* 2t*—4t%+3t* t* 1
" = = = — = — >0
f (t) (2t-t—t2)2’5 (tZ)Z,S t5 t
t? t?
fit) = —— = 5 =t =
® Dtt—t2 e
Wendepunkte:
f'(x) =0
2,2 443 4
i =0 | 0o
2t%x% -48x +3t* =0 BPis

x?-2tx +1,5t2 =0

X, = t=t’-1,5¢ = t2/-0,52 =

1,2

Zeichnung: -
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10 A.45 Wurzel-Funktionen

Symmetrieachse:
Wenn man sich die Zeichnung anschaut, sieht man,
es gibt nur eine Mdglichkeit fur eine
Symmtrieachse: Wenn es eine Symmetrieachse
gibt, dann muss sie senkrecht durch den Tiefpunkt
gehen. Da der Tiefpunkt den x-Wert x=t hat, ist
~X=t“ auch unsere (senkrechte) Symmetrieachse.

Beweis der Symmetrieachse x=t !

f(t-x) = f(t+x)
t* t?
V2t (t=x)—(t=x  V2t(t+x)—(t+x)?
t? _ t*
V282 2tx — (£ - 2tx+7) 264+ 2tx —(t2+2tx+X7)
t? t?
202tk -+2tx—x> {2842t —t2-2tx - X2
t* _
2 _x2 - £2_y2

Ortskurve aller Tiefpunkte:
Da der Tiefpunkt die Koordinaten T(t|t) hat, gilt:
xr=t und yr=t = y=x

Die Ortskurve aller Tiefpunkte lautet: y = X (die erste Winkelhalbierende)

Bereiche, in denen fi(x) umkehrbar ist:
Eine Funktion ist da umkehrbar, wo sie monoton fallt oder monoton wachst.
Wenn lhr Euch nun die Zeichnung anschaut (und gleichzeitig die Ergebnisse der Kurvendiskussion vor
Augen haltet), sieht man, dass die Funktion links, oben, bei x=0 beginnt und dann bis zum
Tiefpunkt monoton fallt. Vom Tiefpunkt (x=t) steigt sie bis zur senkrechten Asymptote x=2t.

Damit ist die Funktion im Bereich von x=0 bis x=t und im Bereich x=t bis x=2t umkehrbar.

( Man hat also die Umkehrbarkeit ganz einfach erkennen kénnen, indem man sich Definitionsbereich, Asymptoten
und Extrempunkte Uberlegt hat).

= fi(x) ist umkehrbar in den beiden Intervallen:
h.=10;t][ und L=1t;2t]

Far die Defintions- und Wertemenge der Umkehrfunktion gilt:
Df’l = Wf Und Wf’l = Df
Die Definitionsmenge der Funktion haben wir bereits berechnet,
Di={x|0<x<2t} = W, = {y|0O<y<2t}

Die Wertemenge von fi(x) kann/muss man an der Zeichnung ablesen: Es kommen nur y-
Werte vor, die groBer als der y-Wert des Tiefpunktes sind = y > yr=t

Wr={y|y>t} = Dii = {x|x>t}

© Havonix 2006 hi/x|= matheseite
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Umkehrfunktion von f(x) im Intervall ] t; 2t [
In f((x) nach ,x“ auflésen, dann ,x“ und ,y*“ vertauschen.

_ v e
y = m | -V2tx—x

v 2t—x2 = 2 (7
y? - (2tx - x*) =t |:y?
4 4
2tx - X2 = % |—% | :(-1)

x2-2tx+ L =0
y

X,, = +t= \/tz_t_‘:

1,2

4
= Umkehrfunktion f;l(x) = +t+ tZ_t_2
X

11

( Erlduterung: fi(x) ist in zwei Bereichen umkehrbar, wie wir in der letzten Fragestellung herausgefunden
haben. Deswegen ist auch klar, dass wir zwei Umkehrfunktionen erhalten mussen [Fur jeden Bereich eine].
Aus diesem Grund haben wir in der Umkehrfunktion auch das ,,+=“: Die ,+“-Losung ist die eine Funkion, die

»-"-Losung ist die zweite Funktion.

Nun muss man nur noch herausfinden, welche Umkehrfunktion zu welchem Bereich gehort.

Wenn man von einer Funktion die Umkerfunktion berechnet, vertauschen sich ,x“ und ,y“. Das heif3t
naturlich, dass zum gréBeren x-Wert aus der Funktion ein groRerer y-Wert der Umkehrfunktion gehort.
Schauen wir uns also die beiden Intervalle an, in denen fi(x) umkehrbar ist: ]0;t[ und ]t;2t[

Der Bereich It;2t[
Umkehrfunktion mit den gré8eren y-Werten hervor. )

Aus dem Intervall ]t ; 2t [ geht die

4
Umkehrfunktion ft_l(x) = +t+\/t2—t—2 hervor,
X
(aus dem Intervall 10; t[ gehtdie
Umkehrfunktion f;l(x) = +t— tz_t_‘; hervor. )
X

ist derjenige mit den groReren x-Werten.

Aus diesem Bereich geht auch die

erste Winkel-

halbierende:
Spiegelt man f an
ihr, erhalt man f1

Durchschnittlicher Flacheninhalt von allen Dreiecken: .

Wenn man PR als Grundlinie des Dreiecks wahlt und
den Abstand von T zur Seite PR als Hohe, erhalt man:
gs = Yr - Yr = f(u)-0 = f(u)
hy=Xp-Xr= u-t

Damit erhalt man fur den Flacheninhalt eines Dreiecks:

A, = %-g-h = %.f(u),(u_t) _ 1t

2 ot Y

hix]= matheseite

Die gute Seite an Mathe

© Havonix 5006

www.mathe-seite.de



http://mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

12 A.45 Wurzel-Funktionen

. _ tu-t)
Adu)= 24/ 2tu—u?

Nun brauchen wir den Mittelwert von diesen Flacheninhalten,
und zwar fur alle u-Werte zwischen u;=t und u,=1,5t
( FGr den durchschnittlichen Wert irgendeiner Funktion h(x)

innerhalb der Grenzen x;=a und x,=b gilt die Formel: ﬁfb h(X) dx )
! a
= Alu) = = —t du
t< ) 1,5t—tft At(u) du 0,5 ft 2{2tu-1?

Wir substitutieren: z=2tu-u? = z'=2t-2u
Im nachsten Schritt werden wir noch die Grenzen tauschen mussen.

Xx;=1,5t > z, = 2t-1,5t-(1,5t)? = 3t%-2,25t2 = 0,75¢t? x1=t = z; =2ttt2 = 2t2t2 =t
M -y @ 1, (%7 2u-t) dz
= u=(du=% = Lt YWY 4z = o ot.2u =
05 24z | ? | 0,5 ftz 2z 7
0,75t L2/ 0,75t L2/, 0,75 2
_ itf ) tlu-t) dz  _ 1, 2 t(u/it) dz — itf Z Y dz =
05 Yt 2Vz  2t-2u 059t 20z —2:(u=t) 05 "9t -4z
1 0758 g2 170758 5 s . £ 075 s
= — — Az = —= Z = t? vors Integral ziehen = —— ! =
s N thtz thz"™ dz g zf .z 7 dz
0,75t
_ t| 1 .05 ! _ 0,75¢ _
= _flﬁz o= ] = Vo, 752+ (Ve ] = —t[t0,75 ]+ t[t] =
t

= t>-t*y0,75 ~ t%0,133

Ente-Banane !
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