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2 A.44 In-Funktionen

Kap 10 Logarithmus-Funktionen

Es ist als Mathematiker immer wieder interessant und witzig zu beobachten, wie stark
Logarithmus-Funktionen ,normale” Leute in SchweiRausbriche und Panikattacken treiben
kbnnen. Drum machen wir eine kleine Pause, damit Euer Herzrasen (vom Lesen der
Uberschrift) etwas abflauen kann.

-PAUSE-

Kap.10a) (nonverbale) Argumente und Nullstellen

Wir werden (wie bei trigonometrischen Funktionen) haufig den Begriff Argument verwenden:
Das Argument vom In ist derjenige Term, auf den sich der In bezieht.
z.Bsp. L2X" ist das Argument von In(2x)
»4-x" ist das Argument von 3x:In(4-x)
Gut, dass wir dartiber geredet haben.

Nullstellen:
Moglicherweise geschehen noch Zeichen und Wunder und Ihr wisst noch, wie man
Logarithmen-Terme Null setzt. Allerdings befurchte ich eher das Gegenteil. Daher nochmal
kurz:
__In[] ist die abkurzende Schreibweise von _ log.[].

Insofern gilt: In(e?¢¥<") = Zeuch und e'"%eu<") = Zeuch
Es gilt also auch: In(e*) = x oder In(e®*%) =2x+5 oder In(e!'?) = 1-2t (1)
Es gilt also auch: e"™ =x  oder e"@*) =2x+5 oder e"®2 =1-2t (2)
Bsp.1) Nullstelle von f(x) = 4+2-In(x+3) berechnen.
4 + 2:In(x+3) =0 | -4 erstmal nach dem In( ) - Term aufldsen
2:In(x+3) = -4 |:2
In(x+3) = -2 | eV e hoch die ganze Gleichung
ehnt+3) = @2 links fallt ,,e“ mit dem ,In“ weg.
X+3 = e? | -3
X = e?-3 eintippen
X ~-2,86
Bsp.2)
3:In(2-0,5x) -1 =5 | +1 wieder zuerst nach dem In( ) - Term
auflosen

1 Das geht aber nicht, wenn vor dem e-Term noch was steht. Z.Bsp. kann man bei In(2e*) nicht ,,e“ und , In“ wegfallen
lassen und ,2x“ oder so was Ahnliches erhalten. Auch In(3+e*) kann man nicht mehr vereinfachen.

2 Auch dieses geht nicht, wenn vor dem In-Term noch was steht. Z.Bsp. kann man bei e?"* wiederum ,,e“ und ,In"
nicht wegfallen lassen und ,x“ oder was ahnliches daraus machen. Auch e3*"™ st nicht ,3+x"“ oder “was ahnliches.
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3:In(2-0,5x) = 6 |:3
In(2-0,5x) = 2 | eV e hoch die ganze Gleichung
en@05x) = @2 links fallt ,,e* mit dem ,,In“ weg.
2-0,5x = e? | -2
-0,5x = e?-2 | :(-0,5)
_e’-2 .
X= = c ~ -2,86 wir freuen uns.
I

Kap.09b) Logarithmenregeln und haufig gemachte Fehler

Logarithmenregeln:
Es gibt eigentlich nur zwei wichtige Logarithmenregeln:

1) In(A-B) = In(A) + In(B)
genauso gilt auch: 2) In(A") = n:In(A)

In(%) = In(A)-In(B)

z.Bsp.
1) ,.In(2x)* kann man als ,In(2)+In(x)“ schreiben.
2) ,In(x*)“ kann man als ,5:In(x)* schreiben.
3) In(4e?) =In(4) + In(e?) = In(4) + 2t:In(e) = In(4) + 2t

haufig gemachte Fehler:
In(x) heiRt nicht In-(x).
In(x)

In(x) In(x)

Man kann ~ nicht zu = |n kdrzen ( ~ lasst sich nicht weiter vereinfachen)
ebenso gibt LIn(x)-2x“ nicht ,In(2x?)" ( 1asst sich auch nicht weiter vereinfachen)
LIN(3x+4)" gibt nicht ,In(3x)+In(4)* ( Bei Strichrechnung im Argument lasst sich

nichts weiter vereinfachen)

LIN(3-x)“ gibt nicht ,In(3):In(x)“

Kap.10c) Ableitungen

In-Terme leitet man eigentlich mit der Kettenregel ab. (Allerdings gibt's immer das gleiche

Schema):
Das Argument vom In kommt in den Nenner, die Ableitung von diesem Argument kommt nach
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oben, in den Zahler. (Der In-Term verschwindet).

A.44 In-Funktionen

Beispiele:
Ableitung vom .
f(x) Argument vom In Argument f'(x)
3In(2x+7) 2x+7 2 3.2
2X+7
2-In(1-tx) 1-tx t p R
1-tx
12 + In(x-2) X2-2 2x 2X
X =2
2
4 + 2-In(tx?) tx 3tx? 2.3 _ 6
tx X

Ein bissl komplizierter wird's natdrlich, wenn nicht nur ein In-Term da steht, sondern noch die
Produkt- oder Quotienten- oder Kettenregel ins Spiel kommt.

Bsp.3) (Produktregel)
f(x) = 3x:In(2x+7)
In(2x+7)
2
' — 2. 3x -
f'(x) = 3:In(2x+7) + 3x xeT
Bsp.4) (Produktregel)
f(x) = (2x-1)-In(tx?)
fi(x) = 2-In(tx?) + (2x—1)-§
Bsp.5) (Quotientenregel)
fx) = In(x%)
x—1
2(x=1)=In(x*)1 1 _|n(x?
o = HEAITCH i)
(x-1) (x-1)
x—1 2 1 1 In(x?)
= E— In(x = —
Rl ey P R
Bsp.6) (Kettenregel)
f(x) = In(e%+2)
1 tx tetx
(x) = ——-e¥.t =
) e™+2 © e™+2

u=3x v =
2
u'=3 ‘=
2X+7
u=2x-1 v = In(tx?)
, ,_2tx 2
u'=2 == ==
tx X
u=In(x?) v =x-1
u':2—)2( = % vi=1
X X

Kap.10d) senkrechte Asymptoten, Definitionsmenge

Wenn lhr an Wurzeln denkt, wisst Ihr mdglicherweise noch, dass unter einer Wurzel nichts
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Negatives stehen darf. Fir die x-Werte, bei denen unter der Wurzel doch “was Negatives
“rauskommt, gibt es keine Losung. So ahnlich ist es auch beim In. Im Argument vom In darf
nichts Negatives stehen (auch nicht Null).

Bei den x-Werten, bei denen das Argument genau Null ist, gibt's eine senkrechte Asymptote.

Bsp.7) f(x) = 3:In(2x+6)
Definitionsmenge: 2x+6 >0 = X > -3 D={x|x>-3}
senkr. Asymptote: 2x+6 =0 = X =-3 senkr. Asymptote bei x =-3
Die Funktion sieht also so aus: ‘ A
Links von x=-3 gibt's keine Funktion (x muss ja links von der
groBer als -3 sein). Bei x=-3 schmiegt sich die senkrechten
Funktion irgendwie an die senkrechte Gerade x=-3 Asymptote
an. (Geht da ins Unendliche hoch oder runter). gibt's keine
Irgendwie so kdnnte die Funktion verlaufen. (Ohne Funktion
Kurvendiskussion wissen wir natirlich nicht genau >
wie. Es geht uns ja auch hauptsachlich nur um die
senkrechte Asymptote)
X=-3
(senkrechte
Bsp.8) f(x) = -e*** + x-In(tx) Asymptote)
Definitionsmenge: tx > 0 = x>0 D={x|x>0}
senkr. Asymptote: tx =0 = x=0 senkr. Asymptote bei x =0 ¢
3)
Die Funktion kdnnte also so aussehen: A
Links von x=0 gibt's keine Funktion (x muss ja links von der
groBer als 0 sein). Bei x=0 schmiegt sich die senkrechten
Funktion irgendwie an die senkrechte Gerade x=0 Asymptote >
an. (Geht da ins Unendliche hoch oder runter). gibt's keine
Durch die ausflUhrliche Kurvendiskussion wird sich Funktion
zeigen, dass die Funktion Uberhaupt keine
senkrechte Asymptote hat, das kann man jetzt y-Achse ist
jedoch noch nicht wissen. *~ (senkrechte
Asymptote)
Bsp.9) f(x) = 0,2:In(e®*-1)
Definitionsmenge: e**-1>0 = e?*>1 =
= 2-x>0) = 2>x = D={x|x<2}
senkr. Asymptote: e?*-1=0 = e**=1 =
=> 2-x=0*) = 2=x = senkr. Asymptote bei x =2
Die Funktion kdénnte also so aussehen:
Diesmal gibt's rechts von der senkrechten A rechts von der
Asymptote keine Funktion (x muss ja kleiner als 2 senkrechten
sein). Bei x=2 schmiegt sich die Funktion irgendwie ‘ Asymptote
an die senkrechte Gerade x=2 an. (Geht da ins —» gll?lfnsk::(iilge

Unendliche hoch oder runter).

3 Streng genommen wird diese Funktion bei x=0 keine senkrechte Asymptote \naben. Das liegt aber am Rest der
Funktion (hauptsachlich am ,x" vor dem In). Wir kriegen also nur Folgendes raus; Wenn dig Egnktion irgendwo eine
senkrechte Asymptote hat, dann kann diese Asymptote nur bei x=0 sein. Ob es tats?scémg,téai.@@ ist, erhalt man,
indem man das Verhalten von f(x) fir x—0 betrachtet. (Machen wir spater ausfulAgiehsiole)

4 In(1)=0
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6 A.44 In-Funktionen

Irgendwie so kénnte die Funktion verlaufen. (Ohne
Kurvendiskussion wissen wir naturlich wieder nicht
genau wie. Es ist erstmal eine grobe Orientierung.)

Also egal, wie die Funktion auch aussehen mag, es interessiert nur das Argument.
Auch bei h(x) = (2x2+5x-3sin(x))-In(3+2x) ist nur ,, 3+2x" interessant. Der Rest mag
zwar wild sein, ist aber fur senkrechte Asymptote und Definitionsmenge unwichtig.

Kap.10e) Asymptoten

Weiter oben haben wir ein bisschen Uber senkrechte Asymptoten bei In-Termen
philosophiert. Davon brauchen wir jetzt nicht mehr viel. Das kriegen wir mit der folgenden
Verfahrensweise automatisch "raus.

Normalerweise geht man Asymptoten ja so an, dass man entweder den Nenner=0 setzt, (falls
ein Nenner Giberhaupt vorhanden ist,) oder man [alst x gegen +« laufen und schaut gegen was f(x)
geht.

(Falls man eine komplizierte In-Funktion mit einem Nenner hat, setzt man diese naturlich auch Null, aber ich
denke das kriegt lhr hin. Im Moment interessiert mich eher das mit dem x—=+w )

Bei In-Funktionen gibt es nun mal das Problem, dass gar nicht alle x-Werte von —o bis +w
zugelassen sind, weil die Definitionsmenge nicht so groR ist.

Da la8t man dann x einfach gegen die Grenzen der Definitionsmenge gehen. (Wenn also wie in
Bsp.7) die Definitionsmenge auf x>-3 eingeschrankt ist, 1aBt man einmal x—+« gehen, und einmal x--3
gehen.)

Nun sollte man wissen, dass In(x) gegen —« geht, wenn x gegen Null lauft

und
dass In(x) gegen +o geht, wenn x gegen +« geht.
In den beiden Fallen 0:-0c und oo—w istjeder lime ., In(X) = 4+

In-Term immer schwacher als alle anderen Terme. .
lim,_o INn(X) = -0

limy.., existiert nicht

Bsp.10) f(x) = 3:In(2x+6) (vergleiche Bsp.7) )
Definitionsmenge: 2x+6>0 =...= x>-3
Asymptoten: x einmal gegen +« gehen lassen, dann gegen -3

liMysn3'1N(2X+6) = 400

C ) ‘ A So sieht unsere
—+400 ‘ / Funktion nun also aus.
R ‘ Links (bei x=-3) geht
> sie  runter (y—-—om),

rechts (bei x—+©)

limy.33-In(2x+6) = +oo geht sie hoch. (y—+wx)

i
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Bsp.11) fur t>0 sei:  f(x) = -e**! + x:In(tx) (vergleiche Bsp.8) )
Definitionsmenge: tx>0 = x>0
Asymptoten: x einmal gegen +« gehen lassen, dann gegen 0

limy. ., -e** + X - In(tx) = +w
— YN Links (bei x=0) geht die
-4 ot —F® Funktion zu y=-e!'=-2,7.
k—?foj Allerdings geht sie nur ran

(x geht nur gegen Null,
genau Null ist nicht in D).

limeo -t + x - In(tx) = el + 0 = -2,7 Die Funktion geht also
—— _‘:6 :fé gegen den Punkt (0[-2,7).
- -el — Rechts geht die Funktion
0 hoch, ins Unendliche
¥V—) (y—+oo flr x—+o0).
-0 (In
verliert)
Bsp.12) f(x) = 0,2:In(e?*-1) (vergleiche Bsp.9) )

Definitionsmenge: e**-1>0 =...= 2-x>In(l) =..=> x<2
Asymptoten: x einmal gegen -« gehen lassen, dann gegen 2

limy... 0,2:In(e?*-1) = +w
So sieht unsere

—+00 A Funktion nun also aus.
¥ Links (bei x—-») geht

sie hoch  (y—+x),
rechts (bei x—+2)
> geht sie runter. (y—-x)

Kap.10f) erste groBe Beispielsaufgabe
Es sei f(x) = 2x - In(0,5x)

-Kurvendiskussion und Zeichnung.
-Bestimmen Sie die Flache, die f(x) mit der x-Achse einschliel3t.

Definitionsmenge:
0,5x>0 = x>0 D = { x
x>0 }

Asymptoten:

schlechte
mathematische
Schreibweise

fur x—+0w geht f(x) - 2:0-In(0
fur x - 0 geht f(x) - 2:0-In(0,5-

matische Schreibweise

liMy.42X:IN(0,5%) = o } brave, tolle mathe-
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limyx_02x:In(0,5x) = 0

Symmetrie:
Schon allein, weil die Definitionsmenge nicht symmetrisch ist (es gibt sie nur rechts von der

x-Achse), kann die Funktion ganz sicher nicht symmetrisch sein.

Ableitungen:
f(x) = 2x:In(0,5x)

fi(x) = 2-In(0,5x)+2xrﬁ~0,5 = 2:In(0,5x) + 2

wy) = 21405 = 2 = 2.x1
f"'(x) 0,5>< i X (=2x")
f'(x) = -2:x? = %
Nullstellen:
flx) =0
2x:In(0,5x) = 0
%1 =0 IN€0,5x)=0 | 0
0,5x = e° |:0,5 N:(0]0)
X2 = Nz( 2 | 0
Extremstellen:
f'(x) = 0
2:In(0,5x) + 2 =0 |-2 |:2
In(0,5x) = -1 | eV
0,5x = et |:0,5

X =2el~0,74

x-Wert in f''(x) einsetzen (kucken ob Hoch- oder Tiefpunkt) und in f(x) (fir y-Wert)

f(2eh) = 55 Zl = i —e'>0 = T(2e|?)
f(2-et) = 2:2e1In(0,5-2e?) = 4elIn(e?) = 4el(-1) = -4el ~ -1,47 =
-4et)
Wendepunkte: Zeichnung:

féx) =0 N
= =0 | - x
X
2 =0

= keine Wandastallan

T( 2e’ |
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Flache, die f(x) mit der x-Achse einschlieRt.
Die Grenzen der Flache: Links wird die Flache von x=0 begrenzt, rechts von x=2.
Nun gibt es naturlich das Problem, dass x=0 gar nicht zur Defintionsmenge gehort. Daher
mussen wir als linke Grenze x=u wahlen und u anschliefend gegen Null streben lassen.
Fur das Integral von f(x) brauchen wir die Produktintegration ‘>’, da f(x) aus zwei Faktoren
besteht ( ,2x“ und ,.In(0,5x)“ ).

A = IimueOﬁO—f(x)dx = E:ZXXZ
= lim,,, [; - 2xIn(0,5x) dx = v, = In0.5)
= lim,,, xInOSx} f —x*- = 02.015:_
,5X X
= lim,,, —xz-ln(0,5x)] + xdx =
= lim,,,| -x*In(0, 5x)); + +[3X ¥ =
= lim,,,[-2’ In(052)] [- 2|n(05u)] +[527]-[507)
= lim,,[-2°0]-[-u*In(0,5:u) |+ [%uz] =2
‘“3’ o —~—
B 0 B

Kap.10g) zweite, noch groRBere (und hisslichere) Beispielsaufgabe

1

Es sei f(x) = In(x2+0,25)
-Untersuchen Sie f(x) auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, sowie Extrempunkte.
Zeichnen Sie den Graphen von f(x) in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein.

-Die Parallele zur x-Achse durch den Kurvenpunkt P(a|f(a)), schneidet die senkrechten
Asymptoten in den Punkten F und D.

Bestimmen Sie a>0 so, dass der Flacheninhalt des Dreiecks, das durch F, D und H(0|-0,72)
entsteht, einen Flacheninhalt von A,=4 (LE?) betragt.

Definitionsmenge:
Zum einen gibt's in dieser Funktion einen Nenner, zum anderen gibt's einen In-Term.
Der Nenner darf nie Null werden, vom In darf das Argument nie negativ werden.
Kucken, wo der Nenner Null wird:

In(x*+0,25) # 0 | e®
x*+0,25 e’ =1 | -0,75
x2 # 0,75 I
X # +0,866

Kucken wann das Argument vom In negativ wird:

5 ,Produktintegration” heiBt manchmal auch ,partielle Integration”
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10 A.44 In-Funktionen

x*+0,25 <0
x? < -0,25
geht nicht = keine Probleme = keine Einschrankung fur x.
D=R\{ 0,866 }

Symmetrie:
Ob's eine Symmetrie zum Ursprung hat oder eine Symmetrie zur y-Achse oder gar keine

Symmetrie ... kann man erst “mal nur raten®, Ich rate “mal eine Symmetrie zur y-Achse.
(Tatsachlich weils ich sicher dass es so eine ist, ich hab ja schliellich die Aufgabe aufgestellt!! Schlau, gell?)

Nachweis fur Symmetrie zur y-Achse:

flx) = f(-x)

1 : 1
In(x>+0,25) ~ In((—x)*+0,25)

1 1

= hre A i
In(x2+0,25) In(x2+0,25) (wahre Aussage = bewiesen)

Asymptoten:
1 . 1 -0

lim _— = lim
*>** In(x?+0,25) 0 7" |In(x*+0,25)

= 00

Verhalten an den Definitionsllcken:
Wenn x—+0,866 (s.Def.) strebt, geht ,x?+0,25" gegen 1. In(1) geht gegen Null.
Also lautet die Funktion: 1 durch 0.
Da ,Zahl durch Null“ gegen Unendlich strebt, geht f(x) gegen Unendlich.

( Ob's jetzt + oder -« ist kriegen wir bei der Kurvendiskussion raus. Da haben wir kein Bock drauf!)

Ableitungen:
1

- = = 2 -1
f(x) = In(x*+0,25) = ( In(x*+0,25))
-2 2X -1 2X

1 —_ 1. 2 . _ .
fe) = -1 (In(x +0’25)) x*+0,25 (In(x*+0,25) ) x?+0,25

Diese Ableitung ist bereits begrenzt haBlich. Wir verzichten daher grofzigig auf die zweite Ableitung
und untersuchen nachher, bei der Uberprifung der Hoch- und Tiefpunkte, f'(x) auf Vorzeichenwechsel.
(Dann lernt Ihr das auch noch)

Nullstellen:
flx) =0
1 :
n(x+0.25) = | - In(x?+0,25)

1 =0 = keine Nullst.

Extrempunkte:
flx) =0
-1 2
(In(x*+0,25) ) x*+0,25
-1 - 2x =0
-2x =0
x=0

=0 | - (IN(x?+0,25))2 - (x*+0,25)

Um zu schauen, ob es sich um einen Hoch- oder Tiefpunkt handelt, setzt man normalerweise x in f''(x)

6 Wenn in einer Funktion nur gerade Hochzahlen auftauchen, ist sie immer symmetrisch zur y-Achse
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ein. Da wir nun zu bequem waren f''(x) auszurechnen. untersuchen wir f''(x) auf Vorzeichenwechsel.
Das geht so: Unser x-Wert ist x=0. Nun schauen wir was fur Vorzeichen f'(x) hat, wenn x knapp kleiner
als Null ist und was flr Vorzeichen f'(x) hat, wenn x knapp gréBer als Null ist.

I) x strebt von links gegen Null, d.h. x ist eine sehr kleine, negative Zahl. ( x—0")

( In(x2+0,25) )? ist immer positiv,
T 2_(1) 25))2. ~ 20X25 -0 da jedes Quadrat positiv ist.
n(x“+0, x“+0,
—
+

fur x—-0 gilt:
x?+0,25 ist immer positiv, da x2
positiv ist, damit ist x2+0,25 erst
_ recht positiv.

+

2x ist negativ, da x negativ ist.

[I) x strebt von rechts gegen Null, d.h. x ist eine sehr kleine, positive Zahl. ( x—0*)

( In(x2+0,25) )? ist immer positiv,
1 2x <0 da jedes Quadrat positiv ist.

(In(x?+0,25)F x*+0,25 ) o "
x?4+0,25 ist immer positiv, da x?
Y Y positiv ist, damit ist x*+0,25 erst
T

+ recht positiv.
+

far x—07* gilt:

2x ist positiv, da x positiv ist.

Da f'(x) immer die Steigung einer Funktion ist, wissen wir jetzt, dass die Steigung von f(x)
links von Null positiv ist (d.h. die Funktion steigt), rechts von Null (also fir positive x-Werte) ist die
Steigung negativ (die Funktion fallt also).

Wenn die Funktion links von Null steigt, rechts von Null fallt, muss bei x=0 ein Hochpunkt

sein.
= H(O0|?)
1
y-Wert: f(0) = In(0%+0,25) ~ -0,72 = H(O0|-0,72)
Zeichnung: A
O\ f
g\
‘ 1
— — 1
H
=086 |  x=+0,86

h X = mathESEite © Havonix 2006
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Parallele durch P(a|f(a)), blabla mit Flache vom Dreieck FDH. ("’

Die Punkte F und D liegen zum einen auf den senkrechten
Asymptoten, haben also die x-Werte x=-0,866 bzw.
xp=+0,866. Zum anderen liegen sie auf der Parallelen zur x-
Achse durch P, haben also den gleichen y-Wert wie P, also
f(a). (siehe Skizze)

Damit haben wir die Koordinaten von F und D:

F(-0,866 | f(a) ) D( +0,866 | f(a) )

Die Flache des Dreiecks FDH laRt sich berechnen Uber:
1
AFDH‘E'g'h

Als Grundlinie g kénnte man die Stecke FD wahlen. Die

Streckenldnge von FD ist der Abstand der beiden

senkrechten Asymptoten, also:
g = Xp - Xr = +0,866-(-0,866) = 1,732

A.44 In-Funktionen

P(alf(a))
y=f(a)

!

Die HOhe des Dreiecks ist die Differenz der y-Werte von F (bzw.D) und dem y-Wert von H.

h = yr - yu = f(a) - (-0,72) = f(a)+0,72

_1
Ao 5 9 h

4 = 21,732(f(a)+0,72)

4 = 0,866 (f(a)+0,72) | : 0,866
4,62 =f(a) + 0,72 |-0,72
3,90 = f(a)

1
390 = ————— . In(a?
In(a2+0,25) | - In(a®+0,25)

3,90:In(a*+0,25) =1 | : 3,90
In(a2+0,25) = 0,26 | el
a’+0,25 = e%%% =1,30 | -0,25
az=1,04
= a~1

Na, suupertoll.

7 FDH : Es handelt sich um ein sehr schlankes Dreieck.

© Havonix 2006
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so langsam, kénnten wir f(a) ersetzen...

Ente-Banane !

hixl]= matheseite
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