A14 Stammfunktionen

A.14 Stammfunktionen

Stammfunktionen braucht man, um Flachen zwischen
Funkionen zu berechnen. Im Gegensatz zu Ableitungen, wo

man jede Funktion ableiten kann, kann man nicht jede
Funktion integrieren [ =,aufleiten"=, Stammfunktion bilden™].
Im Allgemeinen kann man keine Produkte und keine Briiche integrieren’.

Stammfunktion bezeichnet man meist mit GroBbuchstaben: F(x), G(x),..

A.14.01 Integrieren von ganzrationalen Funktionen ()

Die Vorgehensweise:

Die Hochzahl wird um eins erhdht, die neue Hochzahl
kommt in den Nenner.

Die allgemeine Formel lautet:

Bsp. 1
f(x) = x*+4x3-7x*+5x-2
1,5,4,4 73,52
= DX+ X = IXTHIXT—=2X+C =
F(x) = X7+, X =3X 7+ X =2X+C
1.,5,,4 7.,3,5,2
= SX7+X = EXTHIXT-2X+C
5 37 2

Die Integrationskonstante ,c" steht fur eine beliebige
Zahl, die man hinter die Funktion F(x) dranhangen
kann. [Macht man namlich die Probe und leitet F(x) wieder ab,
erhalt man f(x), egal welche Zahl man fir ,c" gewahlt hat.]
Meistens lasst man das ,c" weg.

Bsp. 2
. 1 2
sei: g(x) = ZX3+;X2—6X—1
1 4, 2 3 6,2
1 4, 2 3 2
= =X +=X"-3X"—X+
X t57X 3X“—X+C
Bsp. 3
sei: h(x) = xX>+4x*-2x>-5x*+3x + 3

6,4,,5_ 2

1 4 5.,3,3,2
= H(x) = X +ox—ix'=2

+=X“+3X+
3x 2x 3X+cC

f(x)= a-x"
4
1 n+
F(X)= n+1-x '

Die Integrationskonstante ,c"
sollte hinter jede Stammfunk-
tion. Meist braucht man sie

jedoch nicht und lasst sie weg.
1N °9)

1 Produkte kann man nur mit der ,Produktintegration® aufleiten. An vielen Schulen lernt man das aber nicht.

Zu den Brichen: Ein paar Ausnahmen von Briichen kann man aufleiten.

hxl=
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2 A14 Stammfunktionen

A.14.02 einfache Wurzeln und Briiche ()

Wie flir die Ableitungen auch, kann man Wurzeln und
Briche zum Aufleiten ebenfalls haufig umschreiben.

. .. Zahl .
Bei Briichen der Form = bringt man den Nenner von

unten hoch, in den Zahler, in dem man das
Vorzeichen der Hochzahl andert.

Wurzeln schreibt man um, in dem man aus der
Hochzahl von ,,x" einen Bruch macht.

Wurzeln und Brliche

sollte man zuerst
besser umschreiben.

Bsp. 3 =
=35 = f0=5x 9= = gix)=2x"
h(X)= 5‘; = h(X):%-X*1 i(X)= ;)2(73 = i(X)=L52X3

Bsp. 4

NI

f(x)=Vx = f(x)=x

g(x)=4/x = g(x) = 4x:
h(x)=¥x = h(x) = x

iX)=Yx2 = i(x) = x

DT

Bsp. 5

Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x)=3x + 4x
Lésung:

f(x) umschreiben: f(x) = 3x%° + 4x

f(x) integrieren: F(x) = 735~X1'5+%x2 = 2x%42x2

Falls man méchte, kann man F(x) wieder umschreiben zu:
F(x) = 2v/x3+2x?

Bsp. 6

H . . . 3 6
Bestimmen Sie die Ableitung von f(x)=.5 + ¢,
Losung:
f(x) umschreiben: f(x) = 3x°+ gx—z
f(x) integrieren: F(x) = __32‘)(—2 + 5-(?1))(—1 _

= 3.y 2_6y1
5

Falls man mdchte, kann man F(x) wieder umschreiben:
3 6
F(x)=—

2x2 5x

© Havonix 2013 h x -

www.mathe-seite.de
mathe-seite.de



A14 Stammfunktionen 3

Bsp. 7
5 _
g(x) = 3x+2x2°—x + =t 4x8+7 erst g(x) umschreiben
= 3x* + 2x*° = x> + 5x3 + 4x® + 7
= jetzt Stammfunktion bilden
352351155—24—7
EXTH XXX Ao X X =
G(x) = 5X 35 1,5 2 —7
ENG +4x35 2\/ 5 —— = +7X
5 2X
Bsp. 8
h(x) = 53X 45 X'—5tx—Vt2+3
=
1 3t 5t In der Wurzel ist kein ,x" drin.
He(x) = S X2 x2— 2% \t243x = Somit gilt die Wurzel als Zahl
2t2-4 83 2 und erhalt beim Integrieren
_ LX4 EX —EXZ /t2+3'X einfach ein ,x" hinten dran.
To8t2 8 2

A.14.03 Integrieren von einfachen verketteten Funktionen ()

Mal ganz bldéd gesagt: Wie beim Ableiten auch,
erkennt man eine verkettete Funktion an einer
Klammer die eine Hochzahl hat, einem Sinus oder
Kosinus vor der Klammer oder daran, dass ,x" in der
Hochzahl einer e-Funktionen steht.

Zum Integrieren macht man eine Umkehrung der
Kettenregel.

Man nennt das Integrieren

von verketteten Funktionen
auch lineare Substitution.

Beispiele fir verkettete Funktionen:
f(x) = 3(2x=4)5,  g(x) = 3:(5-4x)3,  h(x) = V2x+5t,
j(x) = sin(2-x), k(x) = 6cos(x2+1), I(x) = e™?

Beispiele flr keine verkettete Funktionen (trotz Klammer):
f(x) = x:(2x-4), g(x) = 3x:(5-4x2),

h(x) = (x+1)-sin(x), k(x) = (x2-1)-&*

[Es handelt sich hier hauptsachlich um Produkte.

Dafir braucht man die Klammern.]

Die wichtigste Idee bei der Bildung der Stammfunktion ist die, dass die innere
Ableitung der Funktion [also die Ableitung der Klammer] in den Nenner muss.

h x - © Havonix 2013
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4 A14 Stammfunktionen

Bsp. 9

f(x) = 3-(2x-4)° Bei Bildung einer

Bestimmen Sie die Stammfunktion F(x)! Stammfunktion muss
L& ) die innere Ableitung
osung:

Zum ,Aufleiten" @ ignoriert man zuerst das Innere der Klammer, immer in den Nenner.

man denkt also nur an ,3-( ).

Die Stammfunktion von 3-( )¢ gibt %'( ), das Innere der Klammer bleibt immer unveréndert.

Das Einzige was noch fehlt, ist die innere Ableitung der Klammer ,2x-4", die in den Nenner muss.
Die Ableitung von ,2x-4" ist ,,2".

Die Stammfunktion von 3:(2x-4)°® ist daher:

3 1

F(x) = 7‘(2X—4)7'5 (die ,2" hinten im Nenner kommt von der inneren Ableitung.)
= 3 .(2x-4)

14
Bsp.10
Bestimmen Sie die Stammfunktion von: g(x) = 3:(5-4x)>
Losung:
Die ,Aufleitung™ von 3-()? ist 532'( )%, das Innere der Klammer  Die innere Ableitung ist ,-4",

sie steht am Ende der

bleibt dabei unverdndert. Die innere Ableitung ist ,-4", welche o
Stammfunktion im Nenner.

hinten in den Nenner geschrieben wird.

> G(x) = S(5-4x) P ;= 2(5-4x)7 =

_3
8(5-4x)>

Bsp.11
4
Bestimme die Stammfunktion von: h(x) = %-(%xm)

Die innere Ableitung ist

X"'TE) g —'(—XHE) sie steht am Ende der
4 Stammfunktion im Nenner.

Losung:
5

4
4 3
H(x) = %%4§X+ﬁ)'

W |

Bsp.12
Bestimmen Sie die Stammfunktion von: i(x)=3vy5x+2

L6sung:
Erst muss i(x) umgeschrieben werden: i(x)=3-(5x+2)%°

I(x) = %-(5x+2)1’5% = %-(5X+2)1’5

[Die innere Ableitung ist ,5"%, sie steht am Ende der Stammfunktion im Nenner.]

1 Ich mdéchte mich daflr entschuldigen, dass ich den Begriff ,Aufleiten®™ verwende, obwohl es diesen
Begriff eigentlich in Mathe gar nicht gibt. Er vereinfacht mir jedoch manche Formulierungen.

© Havonix 2013 h x -
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A14 Stammfunktionen 5

Bsp.13
Bestimme die Stammfunktion von f(x) =

> |
(2x-3)*"

Lésung:
Zuerst muss f(x) umgeschrieben werden: f(x) = 5-(2x-3)™.
Nun kann man die Stammfunktion bilden:

5 1 -5

5 31 5 -3
F(x) = _—3~(2X—3) e —g-(Zx—3) = 76 (2x3° _ 6(2x-3)

Ein Kosinus Kommt zu einer Sinus-Party. Die Party geht zwar voll ab, aber iiberall sind nur Sinuse. In der
Kiiche, in allen Zimmern, an der Musikanlage und an der Bar. Der Kosinus wird allmdhlich ganz geknickt,
da er ganz allein ist und zieht sich traurig und einsam in eine EcKe zuriick, Da Kommt ein Sinus vorbei, legt

ifim eine Hand auf die Schulter und sagt: ,Hey, jetzt integrier dich doch mall“

A.14.04 Stammfunktionen, die zum In() fithren ({)

Briche, die oben nur eine Zahl haben und unten nur
ein ,x" ohne Hochzahl, kann man nicht mit normalen
Integrationsregeln aufleiten.

Nach der ,normalen™ Regel ware:

f%dx = [xldx = %~XO « das ist natlrlich Quatsch.

Tatsachlich gilt fur f%dx eine Sonderregel: - I%dx = In(x)

Ein Bruch, in welchem sich ein oben nur eine Zahl
befindet und unten ein ,x" ohne Hochzahl,
hat als Stammfunktion den Logarithmus (In).

Bsp.14
f(x)=5 = F(x)=In(x)

9(x)=—25 = G(x)=5-In(x+20)

3 = H(x)=2:In(x-3)

Steht beim ,x" noch eine Zahl, wendet man die
Kettenregel fiir die Integration an (man teilt also
durch die innere Ableitung).

h x - © Havonix 2013
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6 A14 Stammfunktionen

Man kénnte sich folgende

allgemeine Regel merken: - I bxa+c dx =%-In(bx+c)
Bsp.15

f(x)= 2X5+1 - F(X)=§~In(2x+1)

9(X)=55 = G(x)=—2-In(3x-10) =-2:In(3x-10)

()= 25 = H(x)=25In(t2-X) =-2t-In(t2-x)

© Havonix 2013 h x :
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A14 Stammfunktionen 7
A.14.05 Produktintegration ()

Die Produktintegration heiBt auch partielle Integration
und man wendet sie an, wenn man ein Produkt
integrieren muss. [Das sagt ja schon der Name aus.] Es gibt
eine Formel daflir, die wendet man an und ist
gltcklich [oder auch nicht]. — _ B
Ungewdhnlich an der Formel ist eventuell die %Ef;fiﬂ'tie'ifgES';CbAtetf
Tatsache, dass man nicht in einem Schritt fertig ist. sind, dass Sie es brauchen.
Die Formel wandelt im Wesentlichen die Funktion, die @ —  ——
man integrieren will, in ein anderes Integral um. i
Wenn dieses neue Integral dann nicht einfacher ist,
hat man Pech gehabt.

Also: die Funktion, die man integrieren will, soll aus
zwei Faktoren bestehen.

Nennen wir den einen Faktor u(x), den anderen
nennen wir v'(x). = f(x) = u(x) - v'(x)

Den Faktor u(x) muss man ableiten, also man sucht u'(x),
den Faktor v'(x) muss man aufleiten, also man sucht v(x).

Die Formel lautet:

Ju(x)v'(x)dx = u(x)-v(x) = Ju'(x)v(x)dx ‘

Bsp.16
Bestimme die Flache, die f(x)=3x-e%**! mit der
x-Achse und den Geraden x=1 und x=2 bildet !

Lésung:

Wir missen ein Produkt integrieren, welches aus den
beiden Faktoren ,3x" und ,e%> ™ besteht.

Die Formel flr die Produktintegration lautet:

Ju-v'dx = u-v—Ju'-v dx mit u=3x und v'=e%> 1, u=3x = u'=3
2 _ 2 2 B Vl=e0,5xf1 V=2e0,5xf1
A = [3xe”™tdx = [3x2e" ][ [ 32e" ! dx = -
vereinfachen
112 2 _
= [6X~eo’5X ! ]1—1‘1680’5)( ldx = « Dieses Integral ist einfach zu berechnen.
-1]2 6 _05x-1]
= |6x-e*> 1| =_e” =
017 [ S o]
— 0,5x—1 0,5x-1]12 _ 0,5x-12 _
= [6x-e> 1 —[12e> )7 = [(6x-12)e*> 1]} =

= [(6-2-12)-€**>']-[(6:1-12)-e***"'] = [0]-[-6e°°] = 6e°

h x - © Havonix 2013
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8 A14 Stammfunktionen

Bsp.200.323.594.33 MF/7
Bestimme die Stammfunktion von f(x)=2x-vx—1

Ldsung:
F(x) = 2xx-1 = [ZX%(X—ULS}—I2%(X—1)1'5dx =

_ 14 45| 4y 115 4 _q\t5|_[4. 1 2,5
= 3x(x 1) } f3(x 1)7dx = [3x(x 1) ] [3 2’5(x 1) }_

= _X(X_1)1,5}_[%215(X_1)25 [%X(X 1)1 5]— 18—5( —1)25] = (x-1)"° ausklammern

15 | 8 (v 125 4 _q\LS| | 8y 1V25] _
= [2x(x-1) ] [ls(x 1) ]_ [3x(x 1) ] [15(x 129 =
3
= [(x—1)2/%x_-8 = [ x—1 3~(ix+1)
(x-1) (3x 15x+1) ( ) 5

Eine vielleicht Gans interessante Frage: Pi mal Daumen kann sagen, dass
Welchen der beiden Terme sollte man bei einer | manmeistden hasslicheren Term
Produktintegration als u wéhlen, welchen als V' ? aufleiten sollte und den einfachen

Term sollte man ableiten.
(Gilt leider nicht immer.)

Leider kann man auch dieses nicht definitiv sagen.
Es gibt ein paar Funktionstypen bei denen man es
sagen kann: z.Bsp:
(x-Term) - (e-Term) [vgl. Bsp.16]
(da sollte der x-Term immer u sein, der e-Term immer v' )

(x-Term) - (In-Term) [vgl. Bsp.17]
(da sollte der x-Term immer V' sein, der In-Term immer u)

Bsp.17
Saga sovort de Stammfunkzion vun de f(x) = x*-In(x)

Lésung:
F(x) = [x2:In(x)=
[In diesem Fall klappt die Rechnung nur, _1
wenn man ,In(x)" ableitet und , x2" aufleitet.] 1><
] :7)(3

(3| J - 5xeax = e = v

u=in(x) = u'=s2

Formel: [u-v'dx = u-v-Ju'-v dx

— A3l [ w2dx =
= [In(x)3x } 3 fx dx =
= %x3-ln(x)—%%x3 = %x3-ln(x)—%%x3 =
_ 13 _lys _ w31 _l)
53X In(x) 5 X3 = X ( In(x) 5

© Havonix 2013 h x -
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A14 Stammfunktionen

Bsp.18
Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x) =

Lésung:
F(x) = [(x2-3)-e*? = [(x2-3)e” dx =

[(Xz 3) o262 J‘ZX 1 _ox- 2dx =

_ (%Xz_%).ey Z_J‘X'eZX ZdX _

[Dummer Weise ist im Integral immer noch ein Produkt, so
dass man hier noch mal eine Produktregel anwenden muss ®
und zwar nur fur das hintere Integral [(x2-3)-e¥?]

1 3\ 2x-2 1 2x 1 2x 2
_X2__ .e _ 1 :| —
2 2) 'f

1 3| 2x2 1 2x, 11
= |=x2—=|e —=X-e7T+=.=
(2 2) 2 22

[ e~ % ausklammern ]

Bei der Produktintegration stoBt man ofter auf einen
ganz bestimmten Trick: Und zwar, wenn man auf der
rechten Seite das gleiche Integral erhalt, wie das mit
dem man angefangen hat.

Bsp.19
Bestimmen Sie die Stammfunktion
von f(x) = 6-sin(x):cos(x)

Lésung:
F(x) = [6sin(x)cos(x)dx =
[Hier ist es egal, ob man 6sin(x) als u oder als v' wahlt.]
= 6sin(x)-sin(x) - [6cos(x)-sin(x) dx
Nun haben wir genau das gleiche Integral erhalten, wie das von
dem wir ausgegangen sind. Stellen Sie sich die beiden oberen

Zeilen nicht als Rechnung vor, sondern als Gleichung.
Ich schreib' sie hochmal hin:

J'6sin(x)cos(x)dx = 6sin(x)-sin(x)-J6cos(x)-sin(x) dx

Wir bringen das rechte Integral auf die linke Seite und erhalten:

J'6sin(x)cos(x)dx + [6sin(x)cos(x)dx = 6sin(x)-sin(x)
-—

= 2. [6sin(x)cos(x)dx = 6sin(x)-sin(x) [:2

J'6sin(x)cos(x)dx = 3sin(x)-sin(x)

hxl=

mathe-seite.de

(X2_3)_e2x—2

u'= 2x
v=1-e

u=x2-3 =

2x-2

VI= @2« = 2x-2

Formel: [u-v'dx = u-v-[u'-v dx

u=x = u=1
Vv'= e2><-2 = V:1/2.e2x-2

Formel: [u-v'dx = u-v-[u'-v dx

Voll der fette Trick!

u =6sin(x) = u'=6cos(x)
v'= cos(x) = v= sin(x)

Formel: fu-v'dx = u-v-Ju'-v dx

© Havonix 2013
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10 A14 Stammfunktionen

Betrachten Sie mal, was links steht. Das ist das anfangs gesuchte Integral

Damit ist F(x)=3sin(x)-sin(x) die Stammfunktion.

Bsp.20
Bestimme das Integral _[ dX' [vergleiche auch —»Bsp.17 und —Bsp.28]
L6sung:
le KXX)dX = [umschreiben] = le i'm(x)dx = u=In(x) = U':i
i1
_ 1 2 \E €% In(x) V= = vEInx)
= [In(x f Cdx = In2(x)— - Xdx

Formel: [u-v'dx = u-v-Ju'-v dx

Nun haben wir wieder die Sltuatlon, dass das rechte Integral,
welches wir erhalten haben, wieder genau das ist mit welchem
wir begonnen haben. Noch einmal hinschreiben:

[T ax = (inz(x) 7 " ax R

= 2]':2 |nX — [Inz(x)lz | )
€ In(x) 1 1jm2(v )% _ 1 m2iaa)] 1 1o

= Ie < =5 “n (x )}e = [Grenzen einsetzen] = E-IIn (e )]—E-[In (e)] =

- 1. 21, 2 _ 1o lpqp- -3

= 5 lIn(e2)[ =3 In(e)" = S-[2P-3-[1F = .= 3
Bsp.21
Bestimme die Stammfunktion von f(x) = sin?(x)! [vergleiche auch Bsp.19]
Lésung:

F(x) = [sin2(x)dx = [umschreiben] = [sin(x)-sin(x)dx = b e et
= sin(x)-(-cos(x)) - Jcos(x)-(-cos(x))dx =
= -sin(x)-cos(x) + [cos2(x)dx =

Auf der rechten Seite haben wir im Integral ,cos2(x)".

Der ubliche Weg ware, es vielleicht nochmal mit der Produktintegration zu probieren. Sie glauben mir

jetzt einfach, dass da jedoch nur Mist "rauskommt. Es féllt alles komplett weg und man erhélt die

sinnlose Gleichung [sin2(x)dx=[sin2(x)dx. Man muss also etwas anderes probieren.

Ein Weg der funktioniert ist Folgender:

Aus der Gleichung sin?(x)+cos?(x)=1 l6st man nach cos?(x) auf und erhalt: cos?*(x)=1-sin?(x).

Dieses setzen wir ins Integral der rechten Seite ein und erhalten:

-sin(x)-cos(x) + [ 1-sin2(x)dx = -sin(x)-cos(x) + J1dx -[sin2(x)dx =
= -sin(x)-cos(x) + x —Jsin2(x)dx

Mal wieder die Situation, dass das rechte Integral, welches wir erhalten haben,
genau das ist mit welchem wir begonnen haben. Noch einmal hinschreiben:

Formel: [u-v'dx = u-v—Ju'v dx

= [sin2(x)dx = -sin(x)-cos(x) + x —Jsin2(x)dx | +[sin2(x)dx
2 - [sin2(x)dx = -sin(x)-cos(x) + x |:2
= J'sin2(x)dx = —%~sin(x)-cos(x)+%~x

© Havonix 2013 h x :
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A14 Stammfunktionen 11

A.14.06 Integration durch Substitution ({f)
oder kurz: Substitutionsregel

Ein Spezialfall der Substitution ist die lineare Substitution, welche wir in A.14.03
bereits betrachtet hatten. Hier folgt also die verallgemeinerte Theorie.

2x—-3
(x2-3x+2)?
Man bemerkt vielleicht [irgendwann], dass der Zahler die Ableitung vom Inneren der
unteren Klammer ist. D.h. ,x2-3x+2" gibt beim Ableiten ,2x-3".
Um so etwas geht es bei der Integration durch Substitution:
Es muss zwei Terme geben, wobei die Ableitung vom einen [meist dem
komplizierteren], zufallig der andere Term ist.

Betrachten wir “mal die Funktion: f(x) =

Eine Sache, die Ihnen auch noch merkwirdig erscheinen dirfte, ist die mit dem ,dx". Als Sie
irgendwann die Integrale zum ersten Mal sahen, hat man Ihnen vermutlich erzahlt, das ,dx" hatte
keine Bedeutung, sondern wiirde nur am Ende des Integrals dumm “rum stehen und sich des Lebens
freuen.

Da ich ein gemeiner Kerl bin, erzdhle ich Ihnen trotzdem nicht was es mit dem ,dx" auf sich hat. Man
kann allerdings mit dem ,,dx" rumrechnen und es kiirzen, ersetzen, usw.

Sie erhalten jetzt groBziigiger Weise von mir zwei Merksatze und versprechen mir dafiir im Gegenzug,
nicht zu fragen: ,Waruum?" und ,Wiesoo?"

Bei der Integration durch Substitution gilt immer:

1. dx = ?J—L,’ und f o
2. Einer der Terme wird ,u" genannt. -

Bsp.22

Bestimme die Stammfunktion von: f(x) = 2x-3

(x2-3x+2)?

Losung:

Uns fallt auf dass ,, x2-3x+2" abgeleitet genau ,2x-3" gibt.
Daher ersetzen wir ,x2-3x+2" durch ,u". = u

Da ,x2-3x+2" abgeleitet ,2x-3" ist, gilt u'=2x-3. = u' = 2x-3
Damit sieht unser Integral so aus:

2x-3 2x—3 2x-3 du du
— dx = — = du
F(x) f (x2_3x+2) = f 2 dx = TR dx

d
[u=2x-3] = ;ﬁ?%;j = f

usz = [umschreiben] =

- 1 -1 1 -1
2 = — = —— = itui =X2- = ——
Ju?du —u | = [Resubstituieren u=x2-3x+2] = —-—"—

2x-3 __ -1
(x2-3x+2)? F(x)= X2-3x+2

Damit ist die Stammfunktion von f(x)=

h x - © Havonix 2013
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12 A14 Stammfunktionen

Eigentlich ist es so: Der eine Term muss nicht haargenau die Ableitung vom
anderen Term sein. Es reicht, wenn er ein Vielfaches von der Ableitung ist, so wie
im folgenden Beispiel.

Bsp.23
Bestimme die Stammfunktion von: f(x) = 5x:(2-x2)’

Losung:

Die Ableitung von ,2-x2" ist ,-2x". Diese Ableitung ist ein Vielfaches vom
anderen Term 5x [um genau zu sein: das 2,5-fache], welcher vor der Klammer steht.
Deswegen wird die Methode durch Substitution funktionieren.

F(x) = [5x-(2-x?)dx = [ 5x-(2-x2 ¥ = U= =
u' = -2x
du 5 7

= ISX (2—-x2)’ —)(— —E~(2—x2) du =

— [23.0du = =31 8] = 5.8 = 5 .(2_x2)p®

_fzudu_[28 16u_1(2x)
Bsp.24
Welche Flache schlieBt f(x) = 0,5x-V16—x2 mit der positiven x-Achse ein ?
Lésung:
Wir brauchen die Flachengrenzen, das sind die Nullstellen.

f(x) = 0

0,5$X-\/16—< =0
0,5x=0 V16-x2=0 | ()

x1=0 16-x2=0 = 16=x2 = Xy3=%4
Die Grenzen sind also x;=0 und x,=4
[,-4" fallt wegen der positiven x-Achse weg]
4 4 d =
A = [10,5x-V16-x2dx = [,0,5x-Vu 4 = u=16-x2  dx = &
0 u =u'=-2x
[Ab jetzt haben wir kein ,dx" mehr sondern ,du®. Wir missen
jetzt irgendwie auch klar mache, dass es sich bei den Integral-
grenzen ,0" und ,4" um x-Werte handelt, nicht um u-Werte.
Deswegen schreiben wir jetzt immer x=0 und x=4 hin.]

b jetzt haben wir kein ,, dx" mehr,
j-x405)(\/— du—J.X40_5\/UdU=

[°*/.>=-*/4. Diese Zahl kann man auch vor das Integral ziehen.
Die Wurzel wird umgeschrieben zu ,,hoch 0,5%.]

x=4 x=4
== f udu = -1 f u>du = —l-[ L yts
[er resubstituieren u. = u=16-x2]
11 1,5 1 1,5x=4
= —|—-u = —— 1 —X2 ! 0 =
4 [1,5 ]x:o 6 [( 6 ) ]X—O

[Ab jetzt missen wir bei den Grenzen nicht mehr ausdricklich
betonen, dass es ,x"-Grenzen sind. Es gibt je keine

Ab hier git "s zwei Maoglichkeiten:

Entweder substituiert man die

Grenzen [siehe nachstes Beispiel]
oder man resubstituiert ,u".

© Havonix 2013 h x -
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A14 Stammfunktionen 13

Buchstaben »~U" mehr in der Rechnung!]
{(16 XZ)IS} = [Grenzen einsetzen] =
~1l16-42)"|--1]/(16-02)"*] = —L.0**J+1[16"°] =
6[(164 (g J16-02)" = —F 0"+ L [16™] =

[Falls man einen Taschenrechner zur Hand hat, kann man alles
einfach elntlppen sonst macht man noch folgende Umformung:]

= -Lio)+l16) = ~LV0')+ L (V16'] = ~L(07l (4] =
— _1o+lpg - &4
= ¢ 0+6 64 =%
Bsp.25
Welche Flache bildet f(x)=tan(x) mit der x-Achse und den Geraden x=0 und x=17
Lésung:
Die Geraden x=0 und x=1 sind senkrechte Geraden, also Grenzen.
A= f;tandx =

[tan(x) kann man auf normalem Weg nicht integrieren.

Entweder darf man die Stammfunktion aus der Formelsamm-

lung ablesen oder man muss tan(x) zu S"/.sx umschreiben]
1 sin(x) X — fX:1 sin(x) du _ fX=1 sin(x) du _ u = cos(x) dx = du
0 cos(x) x=0 cos(x ) u' x=0 y u = u'=-sin(x)

X du -1 x=1
= Jlx=o§m5,/Y —sintx) = .[x 0 u du = l_ln(u)]xzo =
[Jetzt haben wir noch das Problem mit den Grenzen. Es handelt
sich um ,x"“-Grenzen, in der Stammfunktion haben wir jedoch
LUut. Um ,u"-Grenzen zu erhalten, setzen wir natirlich x in
u=cos(x) ein.]
x1=0 = u;=cos(0)=1 x>=1 = u»=cos(1)=0,54

= [=In(u)}** = -In(0,54)-(-In(1)) = +0,62

Ab hier git's zwei Mdglichkeiten:

Entweder substituiert man die
Grenzen oder man resubstitu-

iert ,u" [siehe letztes Beispiel] .

Bsp.26
Welche Flache bildet f(x) =

12

(In(x)]
X

mit der x-Achse, zwischen x;=2 und x.=8 ?

Losung:
Auch hier erkennt man erst auf den zweiten Blick, dass es sich um Substitution
handelt. Um die Stammfunkition zu erhalten, muss man f(x) umschreiben:

A J-z(ln():()]zdx _ J'ji.(ln(x))zdx =

[Die Ableitung vom Inneren, von In(x), ist '/x, welches vorne im
Integral steht. Spatestens jetzt ahnt man: , Ah! Substitution!™]

fzi-(ln(x))zdx = f81~u2dx = f Ly2du v = Intd dx = &

_ fij)l( w2 = T ?i/ uz 9 - fxzzuzdu -

h x - © Havonix 2013
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=8
= [ lL,I 3 g =
3 x=2 *‘

| 2-{in(x)?

A14 Stammfunktionen

x=8

x=2

[,u® wieder resubstituieren. Man kénnte auch die x-Grenzen zu
u-Grenzen andern. Als mathematische Formulierung hieBe das:

,die Grenzen substituieren™

. Also:

ui=In(2) u,=In(8).]

1 3 1 3
§~[In(8)) —[;[In(z)) ] ~ [3]-[0,11] = 2,89
Bsp.27
. . 3 4™
Bestimmen Sie: ), ra
Ldsung:
3 4e* x=3 4> =3 4e* du u=e>+4 dx = 4
A = fO Pea dx = fx:O u dx = »[x -0 u ? = = u'=2eX u'
_ fx:3 4e2x ﬂ _ J~u=e5+4 4% E _ J. /e}/ du
— Jx=0 g u _T u=>5 u u ~ Ju=3 u /26’23‘
[Die Grenzen substituieren: u;=e*°+4=5, u,=e*’+4=e°+4.

Man konnte auch spater in der Stammfunktion u substituieren
zu u=e*+4. Es ist ziemlich egal, wie man vorgeht.}

u=e®+4 2 44
= [,-; 2du = [2in(u)[y"* = 2:In(e®+4)-2In(5) ~ 8,8
Bsp.28
Bestimme das Integral f Xm [vergleiche auch —»Bsp.20]
L6sung:
JIZ mxx)dx = [f(x) umschreiben] = fz i'ln(x)dx = =>uu:'I:nl(x) dx :%
X= EZ X e2 du x=e2 X
=2 ;{ = [ _udu =
X X=e
1 x=e2 x=e2
= [5u2 = [u=in(o] = [;(ln(x))z =
_ |1, 2)\[2|_|1. 2| _ |1 52y|_|L 12y = 3
= [Lin(e2)P |-[2 Ine)?] = [227)|-[2(12)] = 2

© Havonix 2013
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A14 Stammfunktionen 15

Sonstige Substitution (§)

Ich denke so langsam misste der Punkt kommen, an dem Sie denken,
Substitution einigermaBen zu verstehen. Also ist es flir mich an der Zeit zu erzah-
len, dass man die Substitution noch weit vielfaltiger einsetzen kann. Substitution
funktioniert auch in vielen Fallen, in denen weder die Ableitung vom anderen Term
dasteht, noch lineare Terme substituiert werden. Das Problem ist, man kann nicht
haargenau sagen, bei welchen Funktionstypen Substitution funktioniert und bei
welchen nicht. Man muss einfach ausprobieren und schauen ob man zu einen

verninftigen Ergebnis kommt.
[Das werden Sie auch spater als Suuper-Duuper-Mathematiker-Guru leider nicht anders kénnen.]

Bsp.29

Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x) = X

(2x-3)* *

Losung:

Normaler Weise ist man versucht das Innere der
Klammer zu substituieren, also u=2x-3. u'=2 steht
aber nicht oben. [Das ,x" ist zu viel, die Zahl ,5" wére egal.]
Trotzdem substituieren wir u=2x-3 und wenden einen

klitzekleinen schnucklig-knuffigen Trick an.

5x 5x 5x du 5x du =2x-3 _ du

= dX = - dX = —_— — = —_— —— = u dX -
F(x) J.(2X*3)4 ut ut ut 2 = u'=2
[Im Moment ist das ,x" aus dem Zahler ziemlich stérend. Daher
I6sen wir aus der Gleichung ,u=2x-3" nach ,x" auf und setzen

dieses ein. u=2x-3 = u+3=2x = 0,5-u+1,5=x]

5 [ x / 5 0,5u+1,5
= E.[F du = E'fiu“ du = [in zwei Briiche aufspalten] =

5 (0,54, 1,5 51 . 3 .
= EJ‘YM'F T du = E 2—u3+2—u4du =[umschreiben]=

5 1 -3 3 -4 5 1 -2 3 -3
= E'J.EU +Su du = ?[2-(—2)“ +2'(_3)U =[umschreiben]=
_ E.[_LL_E.L = fvereinfachent = —3 5 _
=5 202 60| [vereinfachen] = 8wz aus

5 5

= [,u" resubstituieren] = _8(2x—3)2_4(2x—3)3

[Wenn's Sie gliicklich macht, kdnnen Sie jetzt noch alles auf den Hauptnenner bringen.]

Bsp.30
X

Bestimme die Stammfunktion von f(x) = a2 |

Lésung:

. . " X+2 .. Lo X 2 2
Wenn die Funktion andersrum stande, also als ~ kénnte man sie in PRV 1+;
umschreiben, und dann recht einfach aufleiten. [ zu: x+2In(x) ].

h x - © Havonix 2013
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16 A14 Stammfunktionen

Da unten Strichrechnungen sind, kann man den Bruch
nicht aufspalten. Es funktioniert nur die Substitution.

Fo = Jgax = JRax = [R5 = I3 9 - I

X+2 u u' u 1 =>u'=1
[u=x+2 = u-2=x. ,u-2" statt dem ,x" im Zahler schreiben]
u-2 u 2 2
= fT du = [aufspalten] = fa—adu = J‘l—adu =

u - 2:In(u) = [,u" resubstituieren] = (x+2)-2-In(x+2)

A.14.07 Partialbruchzerlegung ()

Die Partialbruchzerlegung ist ein machtiges Werkzeug um sehr viele Briche
aufzuleiten. Zahler und Nenner dirfen jedoch nur aus Polynomen bestehen [es
dirfen also keine sin-, cos-, In-Terme oder e-Terme oder etc. vorkommen].

Vorgehensweise:

1. Potenz des Zahlers [oben] muss kleiner als die des Nenners sein. Ist das
nicht der Fall, muss erst eine Polynomdivision durchgeflihrt werden, man teilt
also den Zahler durch den Nenner. [siehe Bsp.32]

2. Der Nenner muss in Linearfaktoren zerlegt werden. Man bestimmt daher
zuerst alle Nullstellen des Nenners. Hat der Nenner weniger Nullstellen als seine
Hochzahl betrdagt, so ist keine Linearfaktorzerlegung und daher keine Partial-

bruchzerlegung mdéglich. [Doppelte und dreifache Nullstellen werden dabei doppelt und
dreifach gezahlt, d.h. y=(x-2)? hat hierbei zwei Nullstellen, beide bei x=2.]

3. Man zerlegt den Bruch in viele kleine Briichelein, jeder Bruch hat oben
einen Parameter (A, B, ..) und unten einen Linearfaktor. (siehe Beispiele)

4. Man bestimmt die Parametern aller Zdhler in dem man mit dem
Hauptnenner multipliziert und danach geschickte Zahlen einsetzt (z.B. alle
Nennernullstellen).

Detaillierte Erlauterungen folgen dann im Rahmen der Aufgaben.

Bsp.31
Stellen Sie sich vor, Sie miissten folgende Funktion integrieren: f(x) = £+%
Das ware wahrlich einfach: fXT22+%dX = 2:In|x-2] + 5:In|x+1]

Nun koénnte es ja sein, dass irgendein Sadist Ihnen die Funktion nicht in obiger
Form angibt, sondern beide Briiche auf den Hauptnenner bringt und Ihnen die

. ). — 7x—8
Funktion so zeigt™®: f(x) = ==
Nun die Aufgabe: Bestimmen Sie %dx

1 Natdirlich nur rein hypothetisch. Niemand wiirde so etwas Gemeines tatsdchlich tun.

© Havonix 2013 h x :
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A14 Stammfunktionen 17

Losung:
Die Hochzahl oben ist kleiner als die unten, wir brauchen keine Polynomdivision.
Nun zerlegen wir den Nenner in Faktoren (daflr braucht man die Nullstellen):
x2-x-2 =0 = X,,=+0,5+/0,52+2 = 0,5+1,5® = x; =2 x,=-1
Der Nenner kann also in (x-2)-(x+1) zerlegt werden.

Die Funktion kann also in f(x) = % umgeschrieben werden.

Da der Nenner in Linearfaktoren zerlegt werden kann, kann man die Funktion auf
7x—8

jeden Fall aufspalten in f(x) = 2)x+1) = XfA2+X%1,

wobei ,A" und ,B" irgend-

welche Zahlen sind. ()
Nun muss man nur noch wissen, welches die Zahlen ,A" und ,B" sind.

Dafiir betrachten wir eine Gleichung:
_/x8 _ A, B iy,
(x=2)(x+1) x=2  x+1 I+ (x=2)-(x+1)
7x-8 = A-(x+1) + B-(x-2)
Um die Werte fiur ,A" und ,B" zu errechnen, gibt es viele Mdglichkeiten. Einer der
besten Tricks ist der, die Nullstellen des Nenners einzusetzen.
x1=2 = 7:2-8=A:(2+1)+B:(2-2) = 6=A-3+B:0 = 6=3A = A=2
Xo=-1 = 7:(-1)-8=A:(-1+1)+B:(-1-2) = -15=A.0+B:(-3) = -15=-3B = B=5

Damit wissen wir nun, dass sich f(x) umschreiben lasst als:
7x-8 A B 2 5
= = —+— = —+—
f(x) (x=2)(x+1) X—2 X+1 x—2 x+1

Nun ist auch das Integrieren einfach: IXT22+%dX = 2:In|x-2]|+5In|x+1]

Bsp.32
. N 2x°—12x°+23x ~13x°-9x°—-17
Integrieren wir “mal f(x) =

x*—6x3+12x°~10x+3

Lésung:
[Diese Funktion gehort zu den etwas Aufwéndigen. Ich habe sie ausgewdhlt, weil ich “was ganz
Bestimmtes an ihr erkldren mdchte. Meist werden Sie solche Monster-Funktionen nicht sehen.]

Die Hochzahl des Zahlers ist héher als die des Nenners. Wir missen die Funktion
zuerst mit Hilfe der Polynomdivision zerlegen.
(2x°-12x°+23x*-13x3-9x?+20x-17): (x*-6Xx>+12x*-10x+3)=2x2-1+Rest
-(2x5-12x°+24x*-20x3+6x?)
-1x*+7x3-15x2+20x-17
-(-x*+6x3-12x%>+10x-3)
1x3-3x>+10x-14
Es geht nicht weiter. 1x® kann man nicht mehr durch x* teilen.

3 2
. . X"—3x"+10x-14
Der Rest ist daher: 65 +125°—10x+3

1 Ich habe hier die p-g-Formel angewendet. Natlrlich kann man auch a-b-c-Formel verwenden.
2 Falls im Nenner der Funktion eine Potenz steht, also z.Bsp. (x+1)*... siehe nichstes Beispiel.

h x - © Havonix 2013

www.mathe-seite.de
mathe-seite.de



18 A14 Stammfunktionen

Man kann die Funktion f(x) daher umschreiben zu:
2x°-12x°+23x*-13x*-9x°~17 x’=3x*+10x—14
) = T e 12e-10x+3 = X 120 10xe3
[Zum Integrieren: Der Teil ,2x2-1" ist nicht schwer zu integrieren. Der Bruch ist das Problem!]
Beim Bruch kommt nun die Partialbruchzerlegung zum Tragen. Dazu missen erst
die Nullstellen des Nenners errechnet werden.
x*-6x3+12x?-10x+3 =0 Raten, Polynomdivision. x;=1
(x*-6x3+12x2-10x+3):(x-1) = x>-5x*+7x-3
-(x*-x%)
-5x3+12x%-10x+3
-(-5x3+5x?)
7x*-10x+3
-(7x>=7x)
-3x+3
-(-3x+3)
0
Weitermachen mit x’-5x*+7x-3=0, nochmal Raten und Polynomdivision, die
Nullstelle ist ein weiteres Mal: x>=1

(X*-5x2+7x-3):(x-1) = x*-4x+3 x2=1
-(X°-x?)
-4x*+7x-3
-(-4x2+4x )
3x-3
-(3x-3)
0
Weitermachen mit x2-4x+3=0. [p-g-Formel oder a-b-c-Formel wird angewendet.]
X2-4x+3=0 = X,,=+2+/2°-3=2+1 = x3=1, X4=3
= x*-6x3+12x?-10x+3 = (X—X1) (X=X2)"(X=X3)-(X=X4) = (x-1)-(x-1)-(x-1)-(x-3)
x’—3x°+10x—14 x*—3x’+10x—14
= f(x) = 2Xz_l+x“76x3+12x2710x+3 - 2X2_1+m

Nun muissen wir den Bruch in Linearfaktoren zerlegen [die ,2x2-1" sind stressfrei, um die

kommern wir uns vorerst nicht]. Weil im Nenner (x-1)° steht, wahlen wir als Ansatz fir
A B C D
+ + +

: . A 2 €
den Bruch nicht - —+ = sondern: = (-1 (x-1F  x_3
x*-3x*+10x-14 A B C D
= + + + < (x-1)3(x-
(x-1P-(x-3)  x1 (x-1F (x-1) x3 | O™ (x-3)

x*-3x?+10x-14 = A-(x-1)?(x-3)+B:(x-1)-(x-3)+C-(x-3)+D-(x-1)?

[Unser Ziel ist jetzt natdrlich ,A"%, ,B", ,C" und ,D" zu erhalten. Daflir setzen wir die Nullstellen des
Nenners x=1 und x=3 ein und sehen dann weiter.]

x=1: 13-3.12410-1-14 = A-(1-1)*(1-3)+B-(1-1)-(1-3)+C-(1-3)+D-(1-1)?
1-3+10-14 = A-0-(-2)+B-0-(-2)+C-(-2)+D-0

( )_ blablah

A
1 Hatte eine Funktion also die Form: f(X =<t at

~x+2)(x—4af + Wahlt man als Ansatz: f(x) x+2 x4 (x-af

© Havonix 2013 h x -
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A14 Stammfunktionen 19

-6 = -2C = C=3
3:  3%-3:32410-3-14 = A-(3-1)2(3-3)+B:(3-1)-(3-3)+C-(3-3)+D-(3-1)?
27-27+30-14 = A-4-0+B-2:0+C-:0+D-8
16 = 8D = D=2
[Leider haben wir keine weiteren Nennernullstellen mehr, die wir einsetzen kénnte, obwohl uns
noch ,A" und ,B" fehlen. Daher setzen wir irgendwelche beliebigen Zahlen fir ,x" ein.]

x=0: 0°-3:0°+10-0-14 = A:(0-1)*(0-3)+B-(0-1)-(0-3)+C:(0-3)+D-(0-1)*
-14 = A-1-(-3)+B-(-1):(-3)+C-(-3)+D-(-1) C=3 und D=2 einsetzen
-14 = -3A+3B-9-2 = -3A+3B=-2 = -A+B=-1

x=2:  23-3:2°+10-2-14 = A-(2-1)*(2-3)+B:(2-1)-(2-3)+C-(2-3)+D-(2-1)*
8-12+20-14 = A-1:(-1)+B-1:(-1)+C:(-1)+D-1 C=3 und D=2 einsetzen

X

2 =-A-B-3+2 = -A-B=3
Im Ergebnis haben wir C=3, D=2 erhalten und ein Gleichungssystem mit A und B.
-A+B=-1
_A_B= 3 E‘
-2A =2 = A=-1 = [in eine der Gleichungen] = B=-2

Jetzt endlich, kénnen wir die Funktion geschickt umschreiben. Hier noch einmal
alle Umformungen, die wir durchgefiihrt haben:
o f(x) = 2x°-12x°+23x*-13x°-9x*~17 _ %21+ X’ —3x°+10x—14

x*—6x3+12x>—10x+3 X —6X°+12X°—10x+3
A B () D -1 -2 3 2
= 2X2—1+———+—"—+——+— = 2X2—-1+—+ + +——
x-1 (x-1)*> (x-1)P x-3 x-1 (x-1)*> (x-1)P x-3

Mit dieser letzten Umformung kann man f(x) endlich integrieren.

-1 -2 3 2
Jf(x)dx = “r2X2_1+E+(x—1)2+(x—1)3+EdX = [umschreiben]
_ 291 o (x_1)2 1) 342 _
= f2x 1-—= 2:(x—1)+3(x-1) +X_3dx =
- §x3—x—In|x—1|—_ilo(x—l)’l+_—32(x—1)’2+2In|x—3|] =
= {§x3_x—In|X—1|+XTZI—2()(3_1)2+2|n|x—3|]

schwere Geburt @

1 GruB an alle Hebammen !
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20 A14 Stammfunktionen

Bsp.33
4 3 2
, : 2x°—2x*~5x-1
Integrieren wir f(x) = *= XX3_ZX *

Lésung:
Die Potenz oben ist wieder gréBer als die unten, daher miissen wir den Bruch vor
der eigentlichen Partialbruchzerlegung noch mit der Polynomdivision umformen.

2
(X*+2x3-2x2-5x-1) : (x>-4x) = X+2+%
-(x* -4x?)
+2x3+2x?-5x-1
-(+2x3 -8x)
+2x%+3x-1
Es gilt also: f(x) = x+2+2X+3x1
X —4x

Der Vorteil dieser Schreibweise: Den Term ,x+2" kann man leicht aufleiten, den
Restbruch kann man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung umschreiben und danach
aufleiten.

Um den Restbruch umzuschreiben, brauchen wir die Nennernullstellen.

x3-4x=0 = [ausklammern] = x:(x2-4)=0 = X1=0 V Xx2-4=0 = x;3=%2
Man kann ,x3-4x" also zerlegen zu: ,x-(x-2)-(x+2)"
2X°+3x-1 _  2x’+3x-1

A B C
= = i i = —+—+—
C—ax (X2} x+2) [Theorie der Partialbruchzerlegung] < T x2 %2
Bestimmung der Parameter A, B und C:

2x°+3x-1 A, B, C
= —+—+—: X (X-2)"
X(X=2)(x+2) X X—=2 X+2 |x:(x-2)-(x+2)

2Xx243x-1 = A-(Xx=-2)-(x+2) + B:x:(x+2) + C-x-(x-2)
x=0 einsetzen: 2:02+3:0-1 = A-(0-2):(0+2) + B-0:(0+2) + C:0-:(0-2)

1 = A(-4) + B0 + C-0 = A=2
x=2 einsetzen: 2:22+3:2-1 = A:(2-2):(2+2) + B:2:(2+2) + C-2:(2-2)
13 = A0 + B:8 + C-0 = B=232
x=-2: 2:(-2)243:(-2)-1 = A:(-2-2)+(-242) + B-(-2):(-2+2) + C+(-2)-(-2-2)
1=A0+B0+C38 - czé
Damit Iasst sich der Restbruch zerlegen in:
A, B C 1 13 1
—_ -t = —+—-
X X—=2 XxX+2 4x  8(x-2) 8(x+2)
: 1 13 1
und f(x) hat die Form: f(x) = X+2+E+8(x72)+8(x+2)
Nun kann man f(x) ,einfach® integrieren:
- 1, 13 1 = 1y 1 13)nlx—2|+ L
[f(x)dx = fx+2+4x+8(X72>+8(x+2) X = o +2x+4|n|x|+ 8In|x 2|+8In|x+2|
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Bsp.34
%41

%43’ —

Bestimme die Stammfunktion von f(x) =

Lésung:

Erstmal handelt es sich um keine Partialbruchzerle-
gung, da im Bruch e-Terme auftauchen.

Substitution kénnte allerdings funktionieren.

'

0,5x 0,5x 05x
e”+1 e 1 du e du
Fx) = [ SGagdx =[SO = [e S = u=e®™+3 gy = 9
= u'=0,5e">
[ u=e°'5*+3 = e” 5*=u—3 ]
_ 1 (e*®+1 du _ 5 fu-3+1 du _ u-2 4, -
~ 0,5 u e - u  (u-3) ~ u(u-3) -

A B
[Partialbruchzerlegung ist am Start] = ZIUJ'ECIU

Bestimmung der Parameter ,A" und ,B". Es soll ja gelten:
u2 _ A, B 3
uu-3) ~ u u-3 I-u-(u-=3)

u-2 = A-(u-3)+B-u
u=0 einsetzen: 0-2 = A:(0-3)+B:0 = -2 =-3-A = A=

u=3 einsetzen: 3-2 = A-(3—3)+B-3 = 1=3B = B=
- Fo0 = 2f A+ Bodu = 2[ 2 du = 2-[§-|n|u|+%.|n|u—3|} _
%'|n|u|+§‘|n|U—3| = [Resubstitution u=e°'5x+3] =
4 0,5x 2. 05x,» = _ 4. 0,5x 2. 0,5 _
3 Inle +3|+3 Inke®*+3-3| = 3 Inle +3|+3 Ine®™ =

[Da e und erst recht e®*+3 positiv sind, kann man sich den Betrag sparen]

i~|I’l(eo’5x+3)+§'|l'1(eo'5x) = [In und e wegklrzen] =

3
4 0,5x 2 _ 4 0,5x 1
E-In(e +3)+3 0,5x = 3 In(e +3)+3 X

Wik wliN

verwandte Themen:

- Kap. A.18

- Kap. A.41.06
- Kap. A.42.07
- Kap. A.43.05
- Kap. A.44.04
- Kap. A.45.04

Diese Integralrechnung
wird etwas abgefahren !
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