A12 Nullstellen 1

A.12 Nullstellen / Gleichungen Iosen

Es gibt nur eine Hand voll Standardverfahren, nach
denen man vorgehen kann, um Gleichungen zu lésen.

Vorbereitung

- Man sollte in der Gleichung keine Briiche haben. )
der Gleichung:

Falls daher Nenner existieren [die ein ,x" enthalten],
sollte man mit allen Nennern multiplizieren.

- Um eine Gleichung nach ,x“ aufzulésen, bringt S U

man immer alles auf eine Seite, so dass auf der multiplizieren
anderen Seite nur noch Null steht. — Alle Klammern
[siehe »Kap.A.12.01] auflésen
- Alles auf eine Seite
Ist die Gleichung nun so auf Normalform gebracht, bringen (Null setzen)
gibt es nur vier Mdglichkeiten, nach denen man
vorgehen kann, um die Gleichung zu lésen:
Losungsverfahren:
- Ausklammern [»Kap.A.12.03]
Alles was sich irgendwie ausklammern lasst, - Ausklammern
klammert man aus: ,x%, ,x2%, ,sin(x)%, , e, ... - p-qg-Formel bzw.

- Mitternachtsformel  [>Kap.A.12.04+Kap.A.12.05] a-b-c-Formel

(entweder p-g-Formel oder a-b-c-Formel) - Substitution
— Polynomdivision
- Substitution ( ,x2=u", ..) [»Kap.A.12.06] (oder Horner-Schema)

- Polynomdivision [oder Horner-Schema]
Kann man eine Gleichung nicht durch Ausklammern, Mitternachtsformel oder
Substitution 16sen, bleibt eigentlich nur Polynomdivision [oder Horner-Schema]
abrig.
[Das Horner-Schema ist nur eine leichte Abwandlung der Polynomdivision. Es ist daher vollig egal,
welches der beiden man anwendet. (Polynomdivision ist zur Zeit allerdings gangiger.)]
Polynomdivision [bzw. auch Horner-Schema] verliert in den Prifungen derzeit ein
bisschen an Bedeutung.

verwandte Themen:

- Kap. A.41.01
- Kap. A.42.03
- Kap. A.43.01
- Kap. A.44.05
- Kap. A.55.05
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2 A12 Nullstellen

A.12.01 Auf Form bringen
Gleichungen muss man

Auf den letzten Seiten haben wir immer Gleichungen auf Normalform bringen:
betrachtet, die die Form: ,blablah = 0" hatten. )
Was aber, wenn das nicht der Fall ist? - Mit allen Nennern
multiplizieren
Betrachten wir z.B. die Gleichungen: - Alle Klammern
1. (x=1)(x+3)+(x+1)(x+2) = 7-x aufiosen )
« 3x—a - Alles auf eine Seite
2. §+2 == bringen (Null setzen)
3 x—1,5+ X=7 _ X2+43x-2
" x-5  2x+10 ~ x2-25

Bevor man bei diesen Gleichungen mit den Standardverfahren [Ausklammern,
Mitternachtsformel, Substitution, Polynomdivision] ansetzt, missen die erst einmal eine
vernilnftige Form haben. Die Nenner mussen also weg, die Klammern missen
aufgeldst werden, alles muss auf eine Seite gebracht werden.

Aufgabe 1
Ldsen Sie die Gleichung:
(x-1)(x+3)+(x+1)(x+2) = 7-x
Aufgabe 2
Losen Sie die Gleichung: |~

Aufgabe 3
x—1,5 X—=7 _ X2+3x-2

Losen Sie die Gleichung: = ~=+5 0 =~ =

Lésung von Aufgabe 1:
Es gibt keine Nenner, wir I6sen die Klammern auf.

(x-1)(x+3)+(x+1)(x+2) = 7-X | ausmultiplizieren
X2-X+3X-3 + X2+X+2x+2 = 7-X | zusammenfassen
2x2+5x-1 = 7-x | -7+x
2X2+6x-8 = 0

[Ab jetzt haben wir die Gleichung in eine Standardform gebracht.
Der nachste Schritt ware a-b-c-Formel bzw. p-g-Formel.
Falls Sie den Rest der Loésung sehen mochten: —Aufgabe 9]

Losung von Aufgabe 2:
[Da hier zwei Nenner vorhanden sind, haben wir es mit einer

,Bruchgleichung" zu tun. Das ist aber nicht weiter interessant.] Wp EIVIEEEEED ANEE: i ek

Nennern, im zweiten Schritt I6sen wir
die Klammern auf,

X 3x—4 im letzten Schritt bringen wir alles
4 4+2 = | -(x-4)-x < nach links.

XX + 2:(X-4)-x = (3x-4):(x-4)
X2+ 2x2-8X = 3x2-12x-4x+16
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3x2-8x = 3x2-16x+16 | -3x2+16x
+8x = 16 |:8
X =2

Losung von Aufgabe 3:

x—1,5+ x-7 — X24+3x—-2 ki
X—5 @ 2x+10 X225 | unten ausklammern
x—1,5 x—7 X2+3x-2

VA + = - .
x—5 = 2{x+5) X2_25 | binomische Formeln
x—1,5+ X-7 — X2+3Xx—-2
X—5 = 2{x+5) (x=5)(x+5)

[Ab hier kdnnte man auch die Definitionsmenge festlegen.
Samtliche Klammern von unten werden Null bei x=5 und x=-5.
Die Definitionsmenge ist also: D=R\{£5}]

x—1,5 X—=7 X243 Xx-2

x=5 +2~(x+5) T (x=5)(x+5) [-2:(x+5)-(x-5)

(x—1,5)-21»<—/5)~(x+5)+(x—7)Z(x—5)-()e+’5f _ (X243x-2)2(x-5}{x¥5)
x=5 Z(x¥5) (x=5}x¥5)

(x-1,5):2:(x+5) + (x=7)(x=5) = (x2+3x-2):2

Danach haben wir eine Gleichung in

+Normalform®, da beginnt das Schema
»~Ausklammern-Mitternachtsformel-

Substitution-Polynomdivision®.

Bevor wir mit den Nennern
multiplizieren, machen wir einen
kleinen Trick: wir klammern in allen
Nennern aus und wenden auch Uberall
binomische Formeln an.

Danach multiplizieren wir mit allen
Klammern der Nenner,

|6sen alle Ubrigen Klammern auf,

im letzten Schritt bringen wir alles
nach links.

Danach haben wir eine Gleichung in
»,Normalform", da beginnt das Schema
~Ausklammern-Mitternachtsformel-
Substitution-Polynomdivision™.

Zwischen Tulpen und Narzissen

(2x=3):(x+5) + x2-7x-5x+35 = 2x2+6x-4
2X2-3x+10x-15 + x2-12x+35 = 2x2+6x-4

lieB ich mich einst von dir kiissen.
Davon hab ich jetzt genug,

3x2-5x4+20 = 2x2+6x-4 |-2x2-6x+4
x2-11x+24 =0

[p-g-Formel bzw. a-b-c-Formel anwenden]

X1=3 X»=8

denn du hattest Mundgeruch!

-

A.12.02 Nulistellen von der ganz billigen Sorte

Aufgabe 4 (Eine lineare Gleichung)
Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden
g: : Yy=3x+4 mit der Geraden g, :y=-2x-6.

(Eine einfache Bruchgleichung)

=-3.

Aufgabe 5
Ldsen Sie die Gleichung:

2—x2
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Lésung von Aufgabe 4:
Man setzt beide Geraden gleich

g1 = Q2
3x+4 = -2x-6 | +2x-4 alles mit ,x" auf eine Seite, alles ohne ,x" auf die andere.
5x = -10 |:5

X = -2

Fir den Schnittpunkt braucht man noch den y-Wert, daher setzt man den x-Wert
in eine der beiden Geraden ein:

x=-2ing;= y=3(-2)+4 = -6+4 = -2 = Schnittpunkt S(-2 | -2)
Theoretisch sollte jede(r) diese Rechenmethode seit der 8. Klasse beherrschen.
Es gibt also kein zweites Beispiel dazu.

Eine ahnliche Vorgehensweise wie bei Aufgabe 4 kann man bei jeder Gleichung

anwenden, in der der Buchstabe ,x" nur ein einziges Mal vorkommt. Auch wenn es
keine lineare Gleichung ist!

Losung von Aufgabe 5:

2,6)(2 =-3 | -(2-x2) der Nenner muss weg
6 = -3:(2-x2)
6 = -6 + 3x2 | +6 | :3
4 = x2 | +v
2 =x = X1=-2 Xz=2

A.12.03 Nulistellen-Findung durch Ausklammern

Bei vielen Gleichungen, kann man x oder x2 ausklammern.
[Ist allerdings nur sinnvoll, wenn auf der anderen Seite ,0" steht.]

Nun setzt man das Ausgeklammerte Null und den Term im Inneren der Klammer
Null. So erhdlt man aus einer komplizierten Gleichung zwei etwas einfachere
Gleichungen. Dieses Vorgehen ist auch als ,,Satz vom Nullprodukt® bekannt.

Aufgabe 6
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f mit: f(x) = 3x3-6x2-24x .

Aufgabe 7
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion g(x) = 0,5x*-3,5x>+5x? .

Aufgabe 8
Bestimmen Sie die L6ésung der Gleichung:  x:(x2+5)-3:(x24+5) =0.
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Lésung von Aufgabe 6:
3x3-6x2-24x =0

3x(x2—2x—8) =0

3x lasst sich ausklammern

beide Faktoren mussen 0 gesetzt werden.
(Getrennt ausrechnen!)

e

3x=0 x2-2x-8 =0 W /rrrlzlammer ich ein x schnell aus,
X1 =0 L sieht die Rechnungen netter aus.
(p-g-Formel) (a-b-c-Formel) i 777\\\\ \ o
x2-2x-8 = 0 x2-2x-8 = 0 ~ .1:,‘\\\
X, =+1+V12—-(-8) X33~ Zivztj- L8 :V \
+/36 N \ )
- 1209 - 2% ol
- _ 26
=1%x3 =7
., — N.( 0] 0)
= X2:'2 = Nz('2|0!
X3 = 4 = N3( 4 | 0 )
Losung von Aufgabe 7:
0,5x*-3,5x3+5x*=0 x? lasst sich ausklammern
Xi-(O,5X2—3,5X+5) =0 beide Faktoren miissen 0 gesetzt werden.
(Getrennt ausrechnen!)
x2=0 0,5x2~3,5x =0
X1,2 = 0
p-gq-Formel ) ( a-b-c-Formel )
0,5x>-3,5x+5=0 |-2 0,5x*-3,5x+5 =0
X2 -7x+10=0 X34~ 3'5&32'%2;4.0'5.5 =
X3,4: 3,Si 3,52—10 = = 3,54V2,25 Si\IZ 25 =
= 3,5£v2,25 = = 3,5+1,5
= 3,5+1,5
N:2(0]0)
= X3 = 2 = N3 ‘ 2 | 0 )
X4 =5 = Nsa(5]10)
Léosung von Aufgabe 8:
x:(x2+5) - 3:(x2+5) =0 (x2+5) ausklammern
(x*+5)-[x-31=0
x2+5=0 x-3=0
k.LOs. x=3 = L={3}

1 a-b-c-Formel bzw. p-g-Formel wird im nachsten Kapitel erklart.
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A.12.04+A.12.05 Nulistellen von quadratischen Gleichungen

Quadratische Gleichungen [das sind Gleichungen, in denen

ein ,x2" vorkommt] 16st man mit der Mitternachtsformel. p-q-Formel:

Von der Mitternachtsformel gibt es zwei gangige _p b2
Untervarianten, X125 757 (E) -9
namlich die p-g-Formel und die abc-Formel.

Es reicht véllig, wenn man nur eine der beiden kann oder

und es ist véllig egal, welche man vorzieht.
Meist liefert ei dratische Gleich L CRLAGRALLIEE
eist liefert eine quadratische Gleichung zwei Lésung-

en. Es koénnen jedoch zwei Sonderfdlle auftreten: xlzz_bi Db

keine Lésung [Aufg. 10] oder eine Lésung [Aufg. 11]. 2a

Aufgabe 9

Bestimmen Sie die Lé6sungsmenge von: 2x2+6x = 8.
Aufgabe 10

Bestimmen Sie die Lé6sungsmenge von: x2-4x+6 =0 .
Aufgabe 11

Bestimmen Sie die Lésungsmenge von: —%x2+2x—4 =0,

Losung von Aufgabe 9:
2x2 + 6x =8 | -8

2x2+6x-8=0
( p-q-F:)/rm{) -b-c-Formel )

2x2 +6x-8=0 | :2 2x2 +6x-8=0
!’ 2_ . o —
x24+3x-4=0 XLZ:%;Z(&
3, /(3P —6+V100 _ —6=10
x,,=—3x|[2[~(-4) - =6:1100 _ 6
= §+ ““2—5 = —3—|—§
2 14 272
S
xi=1 , X;=-4 = L={-4;1}

Losung von Aufgabe 10:
X2-4x+6 =0

ﬂ p—q—Formel)\(wErmel )

X2 -4x+6=0 X2 -4x +6 =0

_ .4 |lay _+4x/4-416
Xi2=+55[5] -6 N
_ IS _ 4+/16-24

X, ,=2+/4-6 = 2

unter der Wurzel steht etwas Negatives = keine Ldsung !
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Lésung von Aufgabe 11:
ly2s2x—4=0 | - (-4)
x2-8x+16 =0
(Gq-Formel)\W‘Orme\)
X2-8x+16 =0 X2-8x+16 = 0
/ . +/82-4.1.
X1,2:+4i 42_16 X1'2:87\ 822]‘-]-1 16

= 4+/0 =4 =8t—2ﬁ:4
\ / . a3

X1,2=4

Interessant wird “s bei Gleichungen héherer Ordnung, also bei 3., 4., ... Ordnung.

A.12.06 Nulistellen-Findung durch Substituieren

Substitution wendet man immer an, wenn man:

> nichts ausklammern kann

> drei Terme hat

> die Hochzahl von einen Term doppelt so hoch ist, wie die vom anderen Term

[Substituieren heit auf deutsch: ,ersetzen®.
Genau das machen wir jetzt auch. Wir ersetzen den einen Term durch einen anderen]

Aufgabe 12
-3x*+5=0
Bestimmen Sie die zugehoérigen Werte von x !

Ich wende jetzt nur noch die p-q-Formel

an, damit die Rechnungen nicht so lang

werden. Die a-b-c-Formel kann nattirlich
genau so gut verwendet werden.

Aufgabe 13
Losen Sie die Gleichung: x*-2x*-8=0

Aufgabe 14 k’g"‘ |
xX+7x*-8=0 Bestimmen Sie die zugehorigen Werte von x ! a

Losung von Aufgabe 12:
x*-3x%*+5 = 0 x? nennen wir ab jetzt ,u", x*wird damit zu u2
u2- 3u+5

u, 2—+ ,/ ﬂ_w/—% die Wurzel ist negativ = keine Ldésung

Lésung von Aufgabe 13:

x*-2x*-8=0 u=x?, u*=x* Ist die Hochzahl ,zwei" und ,vier
u-2u-8=20 { Z/\' _— dann substituieren wir.
N, ~— -
u, ,=+1+y12-(—8) = 1+V/9 = 13 15
h[x]= matheseite © Havonix 2022
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u =4 u, = -2 statt u wieder x? hinschreiben (=Resubstitution)
x> =4 x> = -2 Wurzel ziehen
Xi2=%2 k.LOs.

Lésung von Aufgabe 14:

x+7x3-8=0 u=x®, u?=x°
uw+7u-8=0
2
b= 81 = 2 = 32
u =1 u, = -8 statt u wieder x* hinschreiben (=Resubstitution)
x> =1 x = -8 dritte Wurzel ziehen [geht auch bei neg. Zahlen !]
X =1 Xo = -2

A.12.07 Nulistellen-Findung mittels Polynomdivision

[Es gibt in Kap.A.46.01 Ubrigens ein eigenes Kapitel zu Polynomdivision!]

Falls bei einer Gleichung Mitternachtsformel nicht funktioniert, man nichts
ausklammern kann und Substitution auch nicht geht, ist Polynomdivision am Start.
D.h. man muss eine Lésung (=Nullstelle) fiur ,x“ erraten. Daflir setzt man
(Ublicherweise) £1, £2 und %3 fur ,x" ein und hofft, dass Null *rauskommt. Falls
tatsachlich Null " rauskommt, teilt man die Gleichung durch (x - ,Nullstelle™).

Aufgabe 15
2x3+12x2422x+12 =0

Aufgabe 16
x3-9x2427x-27 =0

Lésung von Aufgabe 15: [siehe auch Aufgabe 17]
p-g-Formel, a-b-c-Formel, Ausklammern, Substitution funktionieren alle nicht.
= Nullstelle raten.

+1 einsetzen: 2:13+12-1°422:1412 =48 # 0 ,+1" war falsch und unnétig.
Nachste Zahl ausprobieren.
-1 einsetzen: 2-(-1)*+12:(-1)*+22:(-1)+12 =0 Juhuhh! (wenn 0 *rauskommt,

ist der Tag gleich schéner.)
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Wir haben jetzt zufallig eine Nullstelle bei -1 gefunden.
Wir teilen die Gleichung also durch (x-(-1)) = (x+1)

(2x3+12x2+22x+12) : (x+1) = 2x2+10x+12 Die Polynomdivision ist aufgegangen.
-(2X3+ 2X2) gin_gutBes Zeir(‘:hen, denn'\:‘ Hetell
10x2+22x+12 muss die :’olry‘nomdivision ’
'(10X2+10X ) immer aufgehen.
+12x+12
-(+12x+12)
0

Wir wissen bisher:

(2x3+12x24+22x+12) = (x+1)-(2x2+10x+12 )

und wir kennen (durch Raten) die erste Nullstelle: x;=-1
Mit dem Ergebnis der Polynomdivision berechnen wir

die weiteren Nullstellen.

Also: 2x*+ 10x +12 =0
[mit Mitternachtsformel, die ich hier nicht mehr ganz ausfiihrlich ausfiihre]

5. (25 5 1 _ _
23 = _Ei 7—6 = —Eia = XZ—'Z, X3—'3
Somit hat man fir 2x°+12x?+22x+12=0
die drei Lésungen: x;=-1 Xx;=-2 und x3=-3

X

Ldsung von Aufgabe 16: [siehe auch Aufgabe 18]
p-g-Formel, a-b-c-Formel, Ausklammern, Substitution funktionieren alle nicht.
= Nullstelle raten.

+1 einsetzen gibt nicht Null, -1 einsetzen auch nicht, +2 oder -2 auch nicht, erst
beim Einsetzen von 3 kommt als Ergebnis Null raus.

Wir haben jetzt zuféllig eine Nullstelle bei 3 gefunden.
Wir teilen die Gleichung also durch (x-3)

Die Polynomdivision ist aufgegangen.

(X3-9x2+27x-27) : (x-3) = x2-6x+9 Ein gutes Zeichen, denn:
2 Beim Berechnen von Nullstellen,
-(X3—3X ) muss die Polynomdivision
-6Xx2+27x-27 immer aufgehen.
-(-6x2+18x)
+9x-27 )
-(+9x-27) B |
A7 =0 =S N
0 (/( R ‘\
W W)
Wir wissen bisher: ,\/> 5
(x2-9%x2+27x-27 ) = (x-3) * (x2-6x+9) e
und wir kennen (durch Raten) die erste Nullstelle: X; =3

Mit dem Ergebnis der Polynomdivision berechnen
wir die weiteren Nullstellen.

Also: x*-6x+9 =0
[mit Mitternachtsformel, die ich auch hier nicht mehr ausfiihrlich ausfiihre]

X,,=3+V32-9 =3 £ 0 = X; = X3 = 3
Somit hat man flir x3-9x2+27x-27=0 die dreifache Lésung: Xi.3 = 3
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A.12.08 Nullstellen-Findung mittels Horner-Schema

Das Horner-Schema ist eine leichte Abwandlung der Polynomdivision.
Sie sollten dieses Kapitel nur durchlesen, falls Sie sicher sind, dass Sie Horner-

Schema in der Schule tatsachlich verwenden.
[Es gibt in Kap.A.46.02 Ubrigens ein eigenes Kapitel zu Horner-Schemal!]

Falls bei einer Gleichung Mitternachtsformel nicht funktioniert, man nichts
ausklammern kann und Substitution auch nicht geht, ist Horner-Schema am Start.
D.h. man muss erst eine Losung(=Nullstelle) fir ,x" erraten. Daflr setzt man
(Ublicherweise) £1, £2 und %3 fur ,x" ein und hofft, dass Null *rauskommt. Falls
tatsachlich Null “rauskommt, kann man Horner auf die Gleichung loslassen.

Aufgabe 17 Aufgabe 18
2x34+12x2422x+12 =0 x3-9x2427x-27 =0
Losung von Aufgabe 17 [siehe auch Aufgabe 15]

p-g-Formel, a-b-c-Formel, Ausklammern, Substitution funktionieren alle nicht.
= Nullstelle raten.

+1 einsetzen: 2-13+12-1°422:14+412 =48 # 0 ,+1" war falsch und unnétig.
Nachste Zahl ausprobieren.
-1 einsetzen: 2-(-1)*+12-(-1)?*+22-(-1)+12 =0 Juhuhh! (wenn 0 " rauskommt,

ist der Tag gleich schéner.)
Wir haben jetzt zufallig eine Nullstelle bei -1 gefunden.
Wir sollten aber alle weiteren Nullstellen berechnen.

2x3| 12 22 12
\ -2 -10 | -12
x=-1 2 10 | 12 0

Zum Schluss muss immer ,,0" rauskommen.

Die Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des neuen Polynoms, das man
ab jetzt betrachtet.

Das neue Polynom ist immer eine Potenz kleiner als das alte. Da das
Ausgangspolynom 3. Grades ist, hat unser neues Polynom die Potenz 2. Wir
beginnen also mit x2.

Die Zahlen vor den ,x"“ entnehmen wir (wie bereits angedeutet) der dritten Zeile
unserer ,Horner"“-Tabelle. (Die letzte ,,0" wird ignoriert)

= Neues Polynom: 2:x2 +10-x + 12
Dieses neue Polynom musste man nun =0 setzen um die anderen Nullstellen zu
bestimmen.
Das wirde man mit der Mitternachts-Formel (p-q-Formel bzw. a-b-c-Formel)
berechnen.
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Also: 2x*+10x+12 =10

[mit Mitternachtsformel, die ich hier nicht mehr ausfihrlich ausfihre]

5 (25 5 1
le3 = _Ei 7—6 = —EiE = Xy = -2, X3 = -3
Somit hat man fir 2x°+12x°+22x+12=0 die drei L6sungen: x;=-1 X;=-2
und x3z=-3
Losung von Aufgabe 18 [siehe auch Aufgabe 16]

p-g-Formel, a-b-c-Formel, ausklammern, Substitution funktionieren alle nicht.
= Nullstelle raten.

+1 einsetzen gibt nicht Null, -1 einsetzen auch nicht, +2 oder -2 auch nicht,
erst beim Einsetzen von 3 kommt als Ergebnis Null raus.

Wir haben jetzt zuféllig eine Nullstelle bei 3 gefunden.
Wir sollten aber alle weiteren Nullstellen berechnet werden.

1 -9 27 -27
3 -18 27
Xx=3 1 -6 9 0

Zum Schluss muss immer ,,0" rauskommen.

Die Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des neuen Polynoms, das man
ab jetzt betrachtet.

Das neue Polynom ist immer eine Potenz kleiner als das das alte. Da das
Ausgangspolynom 3. Grades ist, hat unser neues Polynom die Potenz 2. Wir
beginnen also mit x2.

Die Zahlen vor den ,x" entnehmen wir (wie bereits angedeutet) der dritten Zeile
unserer ,Horner"-Tabelle. (Die letzte ,,0" wird ignoriert)

= Neues Polynom: 1-x2-6-x+9
Dieses neue Polynom misste man nun =0 setzen um die anderen Nullstellen zu

bestimmen. Das wiirde man mit der Mitternachts-Formel (p-g-Formel bzw. a-b-c-
Formel) berechnen.

Also: x2-6x+9 =0
[mit Mitternachtsformel, die ich auch hier nicht mehr ausfihrlich ausfiihre]
X,,=3+/32-9 =3 £ 0 = X = X3 = 3

Somit hat man flir x3-9x2+427x-27=0 die dreifache Lésung: X123 = 3

A.12.09 Sonstige Fille

Man lasst ein Wunder geschehen und die Lésung erscheint plétzlich auf dem Blatt.
(Sehr schwierig)
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