A.18 Integrale 1

A.18 Integrale und Flacheninhalte

A.18.01 Uberblick

Ein Integral ist mehr oder weniger das Gleiche, wie eine
Stammfunktion. Der Unterschied liegt in der Schreibweise
und darin, dass man beim Integral noch Grenzen angeben
kann.

Blod gesagt: Integral, Stammfunktion, Aufleitung ist in
Mathe so ziemlich das Gleiche.

Das Wort ,Aufleitung® gibt es - streng mathematisch
gesehen - nicht. Zwar weiB jeder, was gemeint ist, jedoch
klingen die Begriffe ,Integral® oder ,Stammfunktion® fir
Mathematikeroohren VIEL schéner!

Wiederholung:
f(x) ist der y-Wert
f'(x) ist die Steigung

F(x) gibt die Flache an

Wie bestimmt man allgemein eine Flache?

Es ist immer das Gleiche: 4

> Man schreibt das Integralzeichen hin. f(x)

» Unterhalb und oberhalb des Integralzeichens stehen
immer die untere und obere Flachengrenze.

» Hinter dem Integralzeichen [im eigentliche Integral] stehen
immer die obere und untere Funktion, die die Flache

begrenzen [es sind immer zwei Funktionen, auch wenn eine der
Funktionen immer die x-Achse ist!]

> Zu allerletzt kommt das ,,dx" [ohne wichtige Bedeutung].

v

|
| obere
untere Grenze

Grenze a(x)

kurzgefasst:

lobere Funktion| — luntere Funktion|dx

J-obere Grenze

untere Grenze

Wird eine Flache von mehreren Funktionen eingeschlossen, muss man sie so aufteilen,
dass es mehrere Flachenstilicke gibt, die jeweils nur durch eine Funktion oben und eine
Funktion unten begrenzt sind.
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2 A.18 Integrale

A.18.02 Fliche mit der x-Achse ¥ o
/ Integration
\_ fiir ALLE!

Aufgabe 1 -
f(x):%xz—x—4 p
Welche Flache bildet f(x) mit der x-Achse ? /‘2;/{736\(/,?

/7[6 4’5
Aufgabe 2 gf%gf”?‘

Welche Flache schlieBt f(x) = x>-9x mit der x-Achse ein ??

Léosung von Aufgabe 1:

Zuerst brauchen wir die Grenzen, also die x-Werte
bei denen die Flache links und rechts aufhort.

Das sind die Nullstellen.

%x2—x—4 =0 | -2

x>-2x-8 = 0
Xi2 = 1+/1248 = 13 @
= X1 =-2 Xo=+4

Somit ist die Flache:

4
A = 1742 f(x)dx| = “ 2%xz—x—4dx‘ = Hlx3—lx2—4x .
_ [5.43_1-42 44Hl-(—2)3—1-(—2)2—4.(—z)H
6 2 6 2 Flachen sind immer positiv
40 14 54 definiert. (Es gibt keine
= [_?H?” =3 =18 (LF) Fldcheninhalte von -5m?2.)

Daher kommt der Betrag.

Beim Berechnen von Flachen
sollte man immer eine Zeichnung
oder eine gute Skizze haben.

Losung von Aufgabe 2:

Grenzen bestimmen:

x>-9x =0

x:(x*-9) =0 = x1=0 X;=-3 Xx3=+3

Wir haben drei Nullstellen, es gibt also zwei Teilflachen.
[Man kann keinesfalls die Funktion direkt von -3 bis+3 integrieren]

Es gilt also:
Ages = A1 + Az =
= Ul f(x)dx’ + UZ f(x)dx‘ ' 1

= U_Z x3—9xdx‘ + |fzx3—9xd><‘ f(x)

1 ,x-Achse": Das ist der Strich im Koordinatensystem, der waagerecht von links nach rechts geht und am
Ende einen Pfeil hat.
2 Wir haben hier nur die p-g-Formel verwendet. Die a-b-c-Formel eignet sich natlirlich ebenso gut.
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A.18 Integrale 3

0 3

= [lx“—gx2 + Hlx“—gx2
a” 27, 4”27,
1 A4 912 1 4 9 2 144 952 1 A4 912
= [Fo*-20? |1 (-3)"-2(-37] +HZ'3 232 Lo 27|
81 81 81 81 81
= [0]—[—7” + H—T}—[O]’ = T+T =5 (LEZ)

A.18.03 Flachen zwischen zwei Funktionen

So. Langsam kommen wir zum interessanten Bereich.
[In Prafungsaufgaben sind néamlich fast nur Flachen zwischen mehreren Funktionen zu erwarten.]

Aufgabe 3

Die Funktion f(x) = 0,5x>+0,5x?>-2x schlieBt mit der
ersten Winkelhalbierenden eine mehrteilige Flache ein.
Bestimme den entstehenden Flacheninhalt !

Aufgabe 4 { hassliches Beispiel!
Die Funktion fi(x)=-2x2+ax+2a schlieBt — ————
mit g.(x)=x2-5ax+2a eine Flache A(a) ein.

Bestimmen Sie a>0 so, dass A(a) einen Flacheninhalt
von 13,5(LE2) annimmt.

J

Losung von Aufgabe 3:
Die Flache zwischen zwei Funktionen berechnet man y=X
immer, indem man obere minus untere Funktion /
rechnet und dann integriert. Die Grenzen der Flache A
sind die Schnittpunkte der beiden Funktionen. Also /

Grenzen ausrechnen.
f(x) =1y
0,5x3+0,5x?-2x = x [-x  |:0,5
x>+ x*-6x=0
X - (X*+x-6) =0
x1=0 VvV Xx*+x-6=0 = x1=0
X3 = —0,5+v0,52—(-6) =-0,5 = 2,5 = X =-3 Xz3=2

Spatestens wenn man wie hier drei Schnittpunkte erhalt, weiB man, dass man zwei
Teilflachen hat [selbst wenn man keine Skizze/Zeichnung gemacht hat].

A = 1?3 f(X)_de = ff; (015X3+0/5X2_2X)_(X)dx

1 Die erste Winkelhalbierende hat die Gleichung: y=x. [Wichtig!!]
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4 A.18 Integrale

0 0,5 0,5 3 0
= '[73 0,5x3+0,5x2-3xdx =[T'X4+T'X3—§'X2]

0,5 ,4,0,5~3 3 A2
— —_— +_. —_——
= { :>0%4722.07—.0

[95(-3)%4 %5 -3 237 = 7,88 (LEY

A= [2y—f(x)dx = |7 (x)~(0,5x3+0,5x2-2x)dx

= [5-0,5x3-0,5x243xdlx = | -%2x"-%2 x+2x2] 0
_ 10,554,053 3 52| 0,574,053 3 2| _ _ >
_{42 222 [40+3020]_..._2,67(LE)

= Ages = A1+ A, = 7,88 +2,66 = 10,54 (LE?)

Losung von Aufgabe 4:

Wenn man eine Flache berechnet, braucht man die
Integralgrenzen, welches die Schnittpunkte sind.

Daher schneiden wir fa(x) und ga(x).

fa(x) = ga(x)

Dummerweise kann man die

-2x2+ax+2a = x2-5ax+2a | -2a Funktionen nicht richtig
-2x2+ax = x2-5ax | -x2+5ax zeichnen, da die Parameter
-3x2+6ax =0 »3x" ausklammern a drinstecken. Man kann na-

( x+2a )=0 tarlich far a eine beliebige

/< Zahl einsetzen und die
Funktionen dann vom CAS

X1=0 v -x+2a =0 | +x zeichnen lassen. So kriegt
2a =Xz man immerhin ein grobes

i i Geflihl, wie das Ganze aus-
Wir haben also zwei Integralgrenzen: x;=0 und x,=2a. Sen. | NeiTRidh  cBE  mEm
Da wir zwei Grenzen haben, gibt es eine Flache. nichts [keine Schnittpunkte oder

. .. . Flachen] dem CAS entnehmen!
Die Flache berechnet man Uber:

2a
A(a) = fo f,(x)—g,(x)dx
Ein Problem haben wir jedoch noch:

Wir wissen nicht, ob f,(x) oberhalb von g.(x) verlauft oder
umgekehrt Daher  wissen wir nicht, ob es

f f.( x)dx heiBt oderf g,(x)—f (x)dx .

Die einfachste Mdglichkeit das Problem zu I6sen, ware die Flache mit dem Betrag des
Integrals zu berechnen.

A(a) = ‘ JQ; f(X)—g,(x)dx ‘ = ‘ fzoa (—2x2+ax+2a)—(x2-5ax+2a) dx ‘
= ‘ IZ: —2X2+ax+2a— x2+5ax—2a dx ‘ = ‘ fzoa —3x2+6ax dx ‘
= | [=xz3+3ax2[° | = | [ -(2a)°+3a-(2a)? ] - [ -0° + 3a-0?] |
=|[-(8a3) + 3a-(4a2) ]-[0] | =] -8a3+12a3 | = |4a3|
Da A(a) einen Flacheninhalt von 13,5 annehmen soll, ,gilt:
A(a) = |4a3| = 13,5 Einen Betrag |6st man immer auf,
= 433 = +13,5 | : 4 indem man beide Seiten quadriert
a3 =+ 3,375 S oder vor eine Seite ein , %" setzt!

a==1,5
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A.18 Integrale 5

Da laut Aufgabenstellung a>0, ist die richtige Lésung:
a=1,5.

A.18.04 Flache zwischen drei Funktionen (§)

Wir sind ja jetzt bereits die absoluten Superintegratoren und wissen, dass man
immer obere Funktion minus untere Funktion rechnen muss.

Was passiert aber, wenn man unten [oder oben] zwei

Funktionen hat, so dass die Flache von insgesamt drei

Funktionen eingeschlossen wird ? g(x)
[

Man muss eben diese Flache derart in zwei Teilflachen
aufspalten, dass man in jeder Teilflache oben nur eine und X)
unten auch nur eine begrenzende Funktion hat. Die
Grenzen der Flachen sind die Schnittpunkte von jeweils 1 2 3
zwei Funktionen: ( xi=fng x>=gnh xs=fnh).

A= [ f(x)-g(x)dx A= [ f(x)-h(x)dx

Aufgabe 5 [umgewandelte Aufgabe 13 von Seite 10]
Die Tangente an f(x) = x*-8x?+15x im Punkt B(1]8) schlieBt mit f(x) und
der x-Achse eine Flache ein. Bestimme den entstehenden Flacheninhalt.

Losung von Aufgabe 5:

Die Flache wird oben durch die Tangente begrenzt.[Soweit
kein Problem, die Tangente entnehmen wir Aufgabe 13]

Unten: links von der y-Achse wird die Flache von der x-
Achse begrenzt, rechts von der y-Achse ist f(x) die untere
Grenze. Es entstehen also zwei Teilflachen A; und A..

A; ist ein Dreieck. Diese Dreiecksflache werden wir in
Aufgabe 13 berechnen. S

Ai=A=2gh =236 =9LE2 7 4{
Die Teilflache A, ist eine Flache zwischen einer Geraden und einer Funktion, deren

Integralgrenzen festgelegt sind durch:
Linke Grenze ist x=0 [y-Achse], rechte Grenze ist x=1 [Berithrpunkt].

A = f; Yran—f(X)dx = f; (2x+6)—(x3—-8x2+15x)dx = f; 2X+6—x3+8x2—-15xdx

s _ [ 14,83 13 2 Yoo _ (23] 2 23
= fo —x3+8x2-13x+6dx = [ 2 X 35X =X 46X == [12} o] = >

= Ages = A1+ Ay = 9"'% = % (LE?)
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A.18.05 Uneigentliche Integrale (§)
Beeindruckender Name. Allerdings sind uneigentliche
Integrale wie pubertierende Vierzehnjahrige. Sie tun nur
so, als ob sie Angst einjagen konnten. In Wirklichkeit
steckt nicht viel dahinter. Uneigentliche Integrale sind
einfach nur Flacheninhalte, die auf einer Seite unendlich
dinn und lang sind, auf einer Seite also von +co oder -co
begrenzt sind.

Uneigentliche Integrale tauchen also
Funktionen und deren Asymptoten auf.
Da ganzrationale Funktionen [=Polynome] keine Asymptoten
haben, betrachten wir in diesem Unterkapitel ausnahms-

weise Bruch-Funktionen und Exponential-Funktionen.
[Wenn Sie Glick haben, diirfen Sie also dieses Kapitel tUiberspringen.]

immer zwischen

Aufgabe 6

Die Funktion w

f(x) =

A.18 Integrale

Uneigentliches Integral.
Die Flache geht entlang der
y-Achse ins Unendliche.

y

f(x)

AN |

/ \ X
Uneigentliches Integral.

Die Flache geht entlang der
x-Achse ins Unendliche.

bildet mit der Geraden x=3 und den Koordinaten-

achsen eine, ins Unendllche relchende Flache. Bestimme ihren Inhalt !

Aufgabe 7
Die Funktion f(x)=Xi

2

Unendliche reichende Flache. Bestimme ihren Inhalt!

Aufgabe 8
Die Funktion f(x)=-e*+3e™ bildet mit der y-Achse und
ins Unendliche reichende Flache. Bestimme ihren Inhalt!

Lésung von Aufgabe 6:

. - . . 3
Normalerweise wirden wir schreiben: A:f0 f(x)dx
Dummerweise darf man 0 gar nicht in die Funktion
einsetzen, [da ist ja eine senkrechte Asymptote], daher nehmen

wir als linke Grenze nicht Null, sondern ,u" und lassen ,u"
am Schluss gegen Null gehen Also so:

A Iimef (x) Ilmf X3+2"2+1 dx

3 y3 2
lim [ X_ZL_
us0 U Y 2x2 2X222

Ilmf —x+1+ X~ 2dx

u-0

bildet mit der Geraden x=1 und der positiven x-Achse eine ins

der positiven x-Achse eine,

y &

%

Vo

f(x)

\

= IJTQHXZ*'X_%E:EE?[(ZB +3—2. ) (iu2 u-— 21u)]
L CRE A TR
1 4§ I;) OZ 12
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A.18 Integrale 7

Losung von Aufgabe 7: I
A = LID;I Jif(x)dx = IJP;' f:x%dx = IUTQ J; 3:x2dx +
— lim[-3-x7[; = lim —gr = lim (—3(—(—3)] = +3 +
u-=>o u->ow 1 U2 u 1
0 A
Lésung von Aufgabe 8: ‘
A = lim f; f(x)dx = lim fg —e ?+3e7¥dx = Iim[le‘z"—3e"‘ ’
u->o u=>o u=>o0 0

= lim

u-=>o00

1 _-2u —u 1_-20 -0
(Ee —3e )—(Ee —3e )

= lim|

u-=>o0

1 _-2u -u
e T -3e +2,5] =2,5
2 \

0 0

A.18.06 Rotationsvolumen von Funktionen um die x-Achse

Wenn sich eine Funktion um die x-Achse dreht, entsteht
normalerweise kein Korper, der einen Namen hat, also

kein Zylinder oder Kegel oder so ... [Ausnahmen sind in den
nachsten Unterkapiteln beschrieben].

Es entstehen normalerweise nur komische Rotations-
gebilde.
Wir Mathematiker nennen sie ,Rotationskérper®.

Wie ich finde, ist diese Namensgebung eine Leistung, die
uns Mathematiker von allem irdischen Schnéden weit
abhebt.

Kreist eine Funktion um die x-Achse,
so entsteht ein Rotationskorper.

Fir das Volumen des entstehenden Rotationskdrper gilt
dabei die Formel:

Volumen eines Rotationskorpers:

vV, = n-_f:[f(x)]zdx

a und b sind hierbei die linke und rechte x-Grenzen, wo der Rotationskdrper beginnt
bzw. endet.
Zu beachten: Die Funktion muss zuerst quadriert werden und erst dann wird
integriert !!

Aufgabe 9
Die Funktion f(x)=-x2+4 bildet mit der x-Achse eine Flache, die um die x-Achse rotiert.
Bestimmen Sie das entstehende Volumen.
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8 A.18 Integrale

Aufgabe 10

Bestimmen Sie das Volumen namens ,Hugo"“, das der Rotationskdrper einnimmt, der
bei Rotation der Funktion f.(x)=+vr2—x2 um die x-Achse entsteht.

Vergleichen Sie ihr Ergebnis mit der Formel flir das Kugelvolumen.

Lésung von Aufgabe 9:

Eigentlich wenden wir stupide die Formel an. Das einzige Problem ist, dass wir die
Grenzen a und b noch nicht kennen.

Laut Skizze endet der Rotationskdrper links und rechts an den Nullstellen der Funktion.
Also berechnen wir erst die Nullstellen:

f(x)
-x2+4 =0 | -4 | :(-1)
X2 =4 | \/7

=42

Die Grenzen sind also offensichtlich a=-2 und b=2.

Nun versuchen wir mit unserem nahezu unglaublichen
Intellekt, diese Grenzen und diese gegeben Funktion auf
die oben genannte Volumenformel anzuwenden:

V= n-fizz[f(x) = nf —x2+4)°dx =

[ Die meisten Aufgaben zZu Rotatlonsvolumen durfen mit dem GTR
berechnet werden. Hier machen wir’s natlrlich wieder von Hand
und ,binomieren™ zuerst aus.]

+ +2
= Tt'f_zz +x*—8x%’+16dx = n-[éxs—%x3+16x]
1 8 1 8 -2 f(x) rotiert um die x-Achse und erzeugt
= n.[(_.25__. 23+162)—(§(—2)5_§(_2)3+16(_2))} dabei einen Rotationskérper.
- n[(%_ﬁ 32) ( 2, o4 32)]
_ (258 (_258 ) - L (512) o
_ﬂ[(ls) ( 15)}_“(15)~10712[LE3] .
//
Lésung von Aufgabe 10: )

Selbstverstandlich hatte man die obige Aufgabe auch versténdlich Y
formulieren kénnen. Aber das héatte uns, Pseudointelektuellem, keinen | Es war einmal im Schwarzwaldtal
Kick gegeben. ein Mathelehrer: Dieter Paal.

Die Funktion fr(X)=V/r27 x2 beschreibt einen Halbkreis [mit dem Der hat nur solches Zeug gelehrt,
Radius ,r"]. Man nennt sie in der Mathematik auch Halbkreisfunktion. |was keiner braucht und nicht versteht
Jede(r), dessen Hirn noch freie Speicherkapazitat hat, kann es sich ja ~—— -
merken, ansonsten ist es nicht absolut lebensnotwendig.

(fr)

Wir gehen bei dieser Aufgabe also so vor:

Zuerst lassen wir uns vom Taschenrechner eine Skizze
machen. [Fir ,r irgendeine Zahl einsetzen]. Damit wissen wir
ungefdhr wie die Funktion aussieht.

Die Integrationsgrenzen a und b sind wieder die
Nullstellen der Funktion, da der Rotationskoérper ,Hugo"

4 (r|0)

1 LE3 sind natirlich Langeneinheiten hoch 3 (also cm3 oder so). :StS‘tl;y'(ELEQ\‘ ann mqn“""auch VE

(=Volumeneinheiten) schreiben.
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A.18 Integrale

bei den Nullstellen endet.
Also berechnen wir zuerst die Nullstellen von f(x).

fi(x) =0
Vrz—xz =0 1)
rz - x2 =0 | + x2
r2 = | = X = %r
=V = J'EJI r2— le dx Wurzel und Quadrat gegenrechnen

. 2_y2
“I,rr X2dx ,r2" ist nur eine Zahl und

1 +r bekommt beim Integrieren
= - r2'X—§X3} Grenzen einsetzen ... nur ein ,x" angehangt.
—r
1 3 1 3
= w||rP2r—==r |=|r2(—r)—=(-r }
e il e Ty
— n.{(g.rf})_( _E.r3ﬂ = n.ir3 = Hugo betragt in.rB |
3 3 3 3
Faartick !

Vergleich von Hugo mit der Formel vom Kugelvolumen:
. : . . 4
Die Formelsammlung liefert fiir “s Kugelvolumen die Formel: Viuge = 73

3
Wir sehen: ,0Ohh, das ist ja das Gleiche wie Hugo.
Wunderbar! Supertoll! Oh Gliick und Freude!™

A.18.07 Mittelwerte bzw. Durchschnittswerte (§)

Den Mittelwert (oder Durchschnitt) einer Funktion =

berechnet man einfach mit einer Formel. Die Mittelwertsformel

Im Prinzip braucht man einfach nur das Integral, vor q b

welches man noch den Bruch bTIa setzt. m = —I f(x dx
b- a

a und b sind hierbei die linke und die rechte x-Grenze.

Aufgabe 11
Bestimmen Sie den durchschnittlichen Funktionswert von
f(x)=x3-6x24+49x im Intervall I=1[-1;4].

Aufgabe 12 (ein bisschen anwendungsbezogen)
Durch T(t) = -0,1t2+6t wird die Temperatur in einem Backofen beschrieben.
Bestimmen Sie die durchschnittliche Temperatur im Zeitraum von t;=5 bis t,=45.
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10 A.18 Integrale

Losung von Aufgabe 11:

Die Intervallgrenzen sind auch unsere Integralgrenzen.

Es gilt also: a=-1; b=4

Um den Mittelwert m zu berechnen, setzt man einfach in
die Mittelwertsformel ein:

b 4 4
m = bfla-faf(x)dx = 47(171)-f71f(x)dx = 4—11]71 X3 —6X2 +9x dx
4
= %-Hx“—Zx%%xZL - é-(%44—2-43+%42 - é-(%-(—1)“—2-(-1)%%(-1)2
_lig|_1(27|_ 1
-5 '8 5 ( 4 ) T4

Lésung von Aufgabe 12:

Die durchschnittliche Temperatur berechnet man dber:
45

R S _ 1. _p1¢t2 _ 1[-01i3, 32
Tt = 5 J T(t)dt = yn J; -0,1t2+6tdt = 40[ ST+ 3t L
1(-0,1 43, 2. 42| _ 1 (=013 > 2

1 1
= %" 3037,5) — E’( 70,83] = 74,17

Antwort: Die durchschnittliche Temperatur im Intervall von t;=5 bis t,=45
liegt bei ca. 74,2 (Grad).

A.18.08 Dreiecksflachen

Aufgabe 13 [umgewandeltes Aufgabe 5 von Seite 5]
Die Tangente an die Funktion f(x)=x?-8x*+15x im Punkt B(1|8) schlieBt mit den
Koordinatenachsen eine Flache ein. Wie groB ist sie ?

Losung von Aufgabe 13:

Nun isses ja so: Wenn eine Tangente [welche eine Gerade ist] ) f(x)

mit den Koordinatenachsen eine Flache bildet, dann ist

das ja eine Dreiecksflache. Und die miissen wir nicht

zwingend mit dem Integral berechnen, sondern kénnen %
SX

sie mit der Dreiecksformel A=%-g~h berechnen.

y <
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A.18 Integrale 11

Zuerst ableiten: f'(x)=3x*-16x+15,
Steigung berechnen: mr = f'(1) = 3:12-16-1+15 = 2,
dann Tangentengleichung aufstellen.

Moglichkeit 1, Gber Tangentenformel:
Yran = f'(u)-(x-u)+f(u) = f'(1)-(x-1)+f(1) = 2:(x-1)+8 = yran = 2Xx+6

Moglichkeit 2, Gber y = mx+b
x=1, y=8, m=f(1)=2 [x, y und miny=mx+b einsetzen]
y=mx+b = 8=2.1+b = b=6 = Yran = 2X+6

Die Grundlinie des Dreiecks wird durch den Schnittpunkt Sy der Tangente mit
der x-Achse bestimmt, die H6he durch den Schnittpunkt S, mit der y-Achse.
Also Schnittpunkte ausrechnen.

Tangente n x-Achse:
y=0 = 2x+6=0 = x=-3 = S«(-310)

Tangente n y-Achse:
x=0 =y=20+6 =y =46 = S,(0]6)

Nun kénnen wir die Dreiecksflache berechnen
[ g = Abstand von Sy zum Ursprung = 3,
h = Abstand von S, zum Ursprung = 6 ]

Av=3gh = 336 =9 (LF?)

1
2

Natdrlich kénnte man die Dreiecksflache auch tber A = f_03 2x+6dx berechnen.

[Das ware nicht so arg viel kirzer geworden, denn die Tangentengleichung hatte man trotzdem aufstellen
mussen und den Schnittpunkt mit der x-Achse hatte man auch berechnen miussen.]

A.18.09 Zusammengesetzte Funktionen

Aufgabe 14
. _ J-x2+4x fur x<1
Sei f(x) = {—x +4 fir x=1
f(x) bildet mit der x-Achse eine Flache. Bestimme ihren Inhalt.

Losung von Aufgabe 14:

Eine zusammengesetzte Funktion besteht immer aus zwei
oder mehreren Funktionen, die jeweils nur in einem
bestimmten Bereich gliltig sind.

In diesem Fall geht es um die Parabel y,=-x2+4, die nur
links von x=1 giltig ist und die Gerade y.=-x+4, die nur
rechts von x=1 gliltig ist.

Zuerst zeichnen wir beide Funktionen in ihrem jeweils / ‘
glltigen Bereich, \y_ et
danach berechnen wir beide Nullstellen.

h[x]= matheseite © Havonix 2025
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X2+ 4=0 = X1=2, Xy=-2 = N1('2|0)
[ x=+2 interessiert nicht, da nur x<1 interessant ist]
x+4=0 = x=4 = N,(4]0)

A = A+A; = f“f (x)dx = [ 1 —x2+ddx + [ —x+ddx

1,2 1.2
. (—5.4 +4-4)—(—5-1 +4~1)]

=[9]1+[4,5]=13,5

A.18.10 Integralfunktionen

Eine Integralfunktion ist einfach nur ein stinknormales Integral, in welchem die obere
[oder untere] Grenze nicht als Zahl angegeben wird, sondern als Parameter.

Nehmen wir als Beispiel die Funktion f(x) = 3x2-6x+5.
Die Stammfunktion davon ist ja F(x) = x3-3x2+5x.

Wenn ich nun die Flache bestimmen will, die f(x) mit der x-Achse in den Grenzen von
x=1 bis x=5 einschlieBt, berechne ich:

A= [ f(x)dx = [} 3x2-6x+5dx =|x3-3x2+5x |, = 53-3.5245.5-13+3.12-5.1= 72

Wenn ich nun wieder die Flache berechnen will, jedoch als obere Grenze nicht 5 haben
will, sondern einen Parameter ,a"“, sieht das Ganze ahnlich aus:
= f? f(x)dx = f? 3x2-6x+5dx = [x3-3x2+5x|; = a3-3-a2+5-:a—13+3:12-51
Nun bleibt im Ergebnis der Parameter ,a" ubrig.
Streng genommen sollte man also die Flache nicht ,A" nennen, sondern ,A(a)".

Nun nahern wir uns der Integralfunktion:

+A" nennen wir jetzt ,I%, den Parameter ,a“ nennen wir ,x", deswegen miissen wir
das ,normale" ,x" auch irgendwie anders nennen, z.Aufgabe ,t%. Unsere Flache

sieht jetzt also so aus:
=I(x) = [f(t)dt = [ 3t2-6t+5dt = [t3-3t2+5t[; = x3-3x2+5x—13+312-51

So. Das war im Prinzip alles an einer Integralfunktion.

Aufgabe 15
Sei f(x) = x2+4x+3 gegeben, sowie I(x) = fz f(t)dt
Bestimme die Nullstellen und Extremstellen von I(x).

© Havonix 2025 h[x]= matheseite
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Aufgabe 16

Zeigen Sie, dass I(x)= fz +1

t2
e'+3

dt eine einzige Nullstelle besitzt!

Lésung von Aufgabe 15:
Erst “mal kann man die Integralfunktion ausschreiben [wenn man will].

I(x) = [f(t)dt = [} t2+4t+3dt = [§t3+2t2+3t

0
- [%x3+2x2+3x]—[%-03+2-02+3~o] = 1xo42xa3x o I(x) = Sx3+2x243x

Nullstellen:
Eine Nullstelle von I(x) kennt man sofort, denn die
untere Grenze der Integralfunktion ist immer eine
Nullstelle. In diesem Fall ist die untere Grenze ,0", Eine Integralfunktion
daher ist x=0 tatsachlich eine Nullstelle von I(x). I(x) = fxf(t) dt
Leider bringt das in diesem Fall nichtsl, denn setzt man &

I(x)=0, kommt x=0 sowieso als Lésung raus. hat immer bei x=a
I(x) =0 eine Nullstelle.

1x342x243x = 0 | -3 Die Extremstellen
3 von I(x) sind die

X3+6x24+9x = 0 x" ausklammern

" Nullstellen von f(x).
x:(x24+6x+9) =0 ()
= x;=0 oder x2+6x+9=0 = Xx;3 =...=-3 @

Die Nullstellen von I(x) sind bei x=0 und x=-3

Zu den Extremstellen von I(x):
Wenn man die Nullstellen von f(x) wilsste, ware man bereits fertig, denn die
Extremstellen der Integralfunktion sind die Nullstellen der Funktion. Da wir die
Nullstellen von f(x) nicht kennen, kdnnen wir die Extrema ganz normal berechnen
[Uber die Ableitung von I(x)].

I(X)=%X3+2X2+3X = I'(X)=x2+4x+3 —natiirlich ist I'(x)=f(x) !

I'(x)=0 = x2+4x+3=0 = x;=-1 x,=-3 @
Die Extremstellen von I(x) sind bei x=-1 und x=-3. [y-
Werte waren nicht gefragt, wegen Extremstellen].

Lésung von Aufgabe 16:

Wir werden diesen Beweis in zwei Schritten durchfihren.
Zuerst zeigen wir, dass es Uberhaupt eine Nullstelle gibt.
Danach zeigen wir, dass es keine weitere Nullstelle gibt.

a) I(x) hat bei x=4 eine Nullstelle, da x=4 die untere Grenze der Integralfunktion ist.
[Warum ist das Uberhaupt so? Wenn man den x-Wert 4 betrachtet, geht es um 1(4)= f: dt. Es geht

dabei um ein Integral, dass bei 4 beginnt und bei 4 endet. Dieses Integral / diese Flache hat auf jeden
Fall den Wert 0, vollig egal was fiir eine Funktion im Integral steht.]

b) I(x) hat keine weitere Nullstelle auBer x=4, denn I(x) ist monoton wachsend.
Warum ist I(x) monoton wachsend? Eine Funktion ist genau dann monoton

@ Uber p-g-Formel oder a-b-c-Formel
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wachsend, wenn die Ableitung positiv ist. Die Ableitung von I(x) ist die Funktion im
X2+1

e*+3 "

Dieser Bruch ist deswegen positiv, weil sowohl der Zahler immer positiv ist [ein
Quadrat ist positiv, x2+1 ist erst recht positiv], als auch der Nenner [ein e-Term ist positiv, e*+3
ist erst recht positiv].

Inneren des Integrals, also: I'(x)=

A.18.11 A Gerade dreed sisch um de Aksa

Wenn sich eine Gerade um die x-Achse dreht, vereinfacht sich die Sache deutlich, denn
nun entsteht im kompliziertesten Fall ein Kegelstumpf, im Normalfall ein Zylinder oder
Kegel. Die Sache ist bei Gerade derart einfach, dass man das Gerat nun auch um die
y-Achse drehen kénnte, ohne dass die Aufgabe schwieriger wird.

Aufgabe 17
Rotiert die Gerade f(x)=2x+2 innerhalb der Grenzen x=-4 und x=3 um

die x-Achse, entsteht ein Kérper namens Berta.

a) Bestimmen Sie Bertas Volumen.
b) Die Gerade bildet mit beiden Achsen ein Dreieck, dass um die y-Achse rotiert.
Bestimmen Sie das Volumen dieses Rotationskdrpers. [zufillig heiBt er ,Sidonia®.]

Lésung von Aufgabe 17:

a)

Lésungsmaoglichkeit 1)

V= af?[ixe2[dx = nf7 Lx2e2x+ddx = nf Lx3+xzeax|” = ... = 89,80 [VE
—n~_4bx+]x—nf44 = T 5 L, = =89, [VE]

Losungsmadglichkeit 2)

Die Grenze x=-4 ist eine Nullstelle der Funktion.
Damit entsteht als Rotationskérper ein Kegel.
Laut Formelsammlung gilt fir s Kegelvolumen:

_ 1.2
V_3nr h,

Der Radius ist in diesem Fall der y-Wert der Gerade R
beim x-Wert x=3, also gilt: r=f(3)=3,5. )
Die H6he des Kegels geht von x=-4 bis x=3, = h=7

> V = 273,527 = 89,80 [VE]. T

Diese Funktion war natulrlich sehr einfach. Vor allem bei T x=3
komplizierteren Funktion geht diese Iletzte Methode,

Méglichkeit 2), meist deutlich schneller, als die erste. Also

Merkzettel schreiben und merken!
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b)
Diesmal rotiert die Gerade [oder Flache, falls diese
Vorstellung besser ist] um die y-Achse. Man muss das

Problem also als Kegelvolumen betrachten [es sei denn,
man kennt die etwas kompliziertere Formel der Rotation von
Funktionen um die y-Achse].

Also, wenn dieses wirklich Uberaus interessante
Dreieck um die y-Achse rotiert, entsteht ein Kegel,
dessen Symmetrieachse die y-Achse ist.
Der Radius des Kegels ist r=4.

[Die Gerade schneidet die x-Achse bei x=-4!]
Die Hohe des Kegels ist h=2.

[Die Gerade schneidet die y-Achse bei y=2!]

Das Kegelvolumen ist also:
V= imrzh = 1m42.2 = 33,51 [LE3].

15

LA

Verwandte Themen:
Stammfunktionen
Schaubilder von Stammfunktionen:

h[x]= matheseite
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