W.13 Veranschaulichendes 1

W.13 Veranschaulichende Darstellungen

Es gibt zwei gute Mdglichkeiten, Wahrscheinlichkeiten zu veranschaulichen:

das Baumdiagramm und die Vierfeldertafel.

Ein Baumdiagramm kann man theoretisch immer malen, das ist auch klasse und
ganz toll. Leider hat es den Nachteil, dass es sehr schnell kompliziert wird.

Die Vierfeldertafel kann man anwenden, wenn man es mit genau zwei
Auspragungsmerkmalen [=betrachtete Eigenschaften] zu tun hat.

W.13.01 Mein Freund, der Baum (§ff)

Ein Baum ist eigentlich nichts anderes als ein Schema,

. - - . 1. Die Summe aller W.S.
in welchem alle méglichen Ausgange und Geschehnisse

die von einer Verzwei-

verzeichnet sind. gung ausgehen, ist 1.
2. Innerhalb eines Pfades
Bsp.1 werden W.S. multipli-

Anni K. hat einen Apfel, eine Birne und eine Cirsche vor ziert.

sich liegen, von denen sie nur eine essen mochte. Sie 3.Die W.S. von verschie-
kann die Frucht im Schaukelstuhl oder in der = denen Pfaden werden
Hangematte essen. Erfahrungsgem&B entscheidet sie addiert.

sich in 70% der Falle aus Bequemlichkeit fiir den

Schaukelstuhl und greift dann zuféllig zu einer Frucht.

a) Veranschaulichen Sie den Sachverhalt in einem Baumdiagramm!

b) Mit welcher W.S. isst Anni einen Apfel?

Lésung:
a) Hier ein Beispiel, wie man das Baumdiagramm falsch beginnen kdnnte:

<ApfeI -

Schaukelstuhl<m

Dieser Baum ist falsch, weil niemals die Entscheidung steht zwischen: entweder
Apfel oder Schaukelstuhl.

In einem Baum gehen von einem Verzweigungspunkt immer alle denkbaren
Entscheidungsmadglichkeiten aus, von denen immer genau eine eintreffen wird!

Richtig ware das Baumdiagramm folgendermaBen:

Zuerst entscheidet sich Anni zwischen den beiden Mdéglichkeiten ,Schaukelstuh
und ,Hangematte". Daher flhrt die erste Verzweigung im Baum auf diese beiden
Auswahlmadglichkeiten.

I\\
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2 W.13 Veranschaulichendes

Danach erst entscheidet sich Anni K. flir eine der Friichte. Und zwar entscheidet
sie sich flr die Frichte, egal ob sie in der Hangematte rumhangt oder im
Schaukelstuhl schaukelt. Daher gibt es sowohl nach ,Schaukelstuhl® als auch
nach ,Héngematte" die neue Verzweigung zwischen ,Apfel*, ,Birne™ und

»Cirsche®.
[Da Anni zuféllig nach den Frichten greift, hat jede Frucht die Wahrscheinlichkeit von !/s.]

1 Apfel
Schaukelstuhl Birne

0,7 € Cirsche
)3 1 Apfel
Hangematte Birne

i Cirsche

b) Anni soll also nen Apfel essen. Das ist gut, das ist namlich gesund.
Allerdings interessiert uns eher die Wahrscheinlichkeit davon. Sie sollten jetzt auf
die Idee kommen, dass es zwei Mdglichkeiten gibt, den Apfel zu essen:
Anni kann im Schaukelstuhl den Apfel essen oder sie kann ihn in der Hdngematte
essen. Im Baumdiagramm sind das die beiden Pfade:
~Schaukelstuhl-Apfel* und ,Hangematte-Apfel® (abgekiirzt: S-A und H-A).
Der Pfad ,S-A" hat die W.S. von 0,7-'/s der Pfad ,,H-A" hat die W.S.: 0,3-Y/s.
Wenn man die W.S. beider Pfade addiert, erhdlt man dann die gesamte W.S.,
dass die hibsche Anni den noch hibscheren Apfel isst.
Mathematisch kénnte man das Ganze so formulieren:
P(Apfel) = P(S-A, H-A) = 0,7-'/5+0,3-'/5 = 0,333

Die ersten Teilaufgaben von Prifungen und Klausuren sind meist nicht so komplex,
so dass man ganz gut ein Baumdiagramm erstellen kann. Leider werden die
Aufgaben oft zu komplex flir einen Baum [Sie méchten mit Sicherheit keinen Baum erstellen,
der beispielsweise 1200 Verzweigungen hat].

Manchmal gibt es zwar nicht viele Verzweigung in einem Baum, jedoch ist die
Aufgabenstellung so verwirrend, dass ein Baum sinnvoll ist [+Bsp.4, »Bsp.5].

Bsp.2

An einem Apfelbaum héngen 12 rote, 8 gelbe und 5 braune Apfel. Barbara riittelt
gierig am Baum und tatsachlich fallen zwei Frichte herunter.

a) Erstellen Sie ein Baumdiagramm.

b) Mit welcher W.S. haben beide Friichte die gleiche Farbe?

c) Mit welcher W.S. ist der erste Apfel gelb?

d) Mit welcher W.S. ist genau ein Apfel braun?

e) Mit welcher W.S. ist mindestens ein Apfel rot?
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W.13 Veranschaulichendes 3

Losung:
Es handelt sich natlrlich um Ziehen ohne Zuriicklegen [wenn ein Apfel einmal runter féllt,
kann er ja nicht noch einmal runter fallen].

a) 94— rot b) Es gibt drei Verzweigungen, in denen
8 beide Farben gleich sind:
rot gelb rot-rot, gelb-gelb, braun-braun.
% %4 ™ braun Die Wahrscheinlilczhlffit gaf;'jr igt: ,
25 — —— —_— —_— ~
%4 rot P(rr, gg?:4b7b = 25247252425 24 %
8, ~ 0, [234,7%]
gelb “24- gelb . . . .
5 c) Es gibt drei Verzweigungen, in denen der
24~ braun erste Apfel gelb ist:
555 1%,  rot gelb-rot, gelb-gelb, gelb-braun.
b Die Wahrscheinlichkeit daflr ist:
raun 8 12.8 7.8 5
- 24" gelb P(gr, 99, gb) = 555 * 55 5455 24 =
24~ braun = 0,32 [232%]

d) In dieser Teilaufgabe interessieren wir uns nicht alle Farben, sondern nur die
Farben ,braun“ oder ,nichtbraun®. Wir fassen daher rote und gelbe Apfel einfach
Zzu nichtbraunen zusammen. Am Baum hdngen also 5 braune und 20 nichtbraune
Apfel. Wenn genau ein Apfel braun sein soll, kann das entweder der erste oder
der zweite Apfel sein. Es gibt daher die Méglichkeiten bb oder bb.

= P(bb, bb) = EZ-'-Ez = 0,333 [233,3%]

e) Auch bei dieser Teilaufgabe interessieren wir uns nur flir zwei Farben: rot und
nichtrot. Am Baum hé&ngen also 12 rote und 13 nichtrote Apfel. Wenn mindestens
ein Apfel rot sein soll, kann das entweder ein Apfel sein [mit den beiden Varianten rr
oder rr] oder es kénnen beide Apfel sein. Es gibt drei Méglichkeiten: rr, rr und rr.
Das kann man natirlich so rechnen. Besser ist jedoch ein anderer Weg.

Das Gegenereignis [also das, was nicht passieren darf] ist der Fall, das beide Apfel nicht

i )y = 13.12
rot sind. = P(rr) = TRy
Das von uns gesuchte Ereignis hat als W.S. den Rest bis 1
= P(mind. einer rot) = 1 - P(keiner rot) = 1—§'% = 0,78 [278%]

Bsp.3

Maria und Benni machen 5 Tage (und Nachte) lang Urlaub auf einem Bauernhof in
einem kleinen Ortchen bei Schramberg. Hier regnet es im Durchschnitt an 5 N&chten
pro Woche. Das ist schlecht, denn die beiden traumen von einer wilden Liebesnacht
unter freiem Himmel.

Wie hoch ist die Chance, dass die beiden ihren Traum erfillen kénnen ?
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4 W.13 Veranschaulichendes

L6sung:

R sei eine Regennacht. Da es davon 5 pro Woche hat, liegt die W.S. davon bei */5.

R sei eine Nacht ohne Regen [und damit eine LIEBESNACHT],
wovon es 2 pro Woche hat, so dass s 5
die W.S. dafir bei 2/, liegt. 5, % R R R

Damit ist die Chance auf <R< < <;<%R

. . - . R

eine Liebesnacht im Freien: %R R

P(Liebe unter freiem Himmel) =

P(R+RR+RRR+RRRR+RRRRR) =

2,52,552,5552
= £42.£42 224222 £33 392
777 777 7777 0,814

Natirlich gibt es auch hier eine einfachere Methode. (Uber’s Gegenereignis)

Wir Uberlegen uns dazu, was passieren misste, damit es zu keiner Liebesnacht
kommen kann. Wenn man sich den Baum anschaut, sieht man, dass es dazu in
jeder Nacht regnen miusste.

P( jede Nacht Regen ) = P(RRRRR) = (3) -

P(Liebe unter freiem Himmel) = 1-P( jede Nacht Regen ) = 1—(%) = 0,814

Bsp.4

Maria versucht ihrem Freund Benni die frohe Botschaft mitzuteilen, dass die
schwanger ist. Leider hat er das Handy ausgeschaltet und ist im Jugendtreff, was sie
jedoch nicht weiB. Fir sie kommen vier Moéglichkeiten in Frage, wo er sein kann:
Zuhause, im Pub, an der Hochschule oder im Jugendtreff. Nun fahrt sie alle
Stationen zuféllig ab.

a) Fertigen Sie ein Baumdiagramm.

b) Mit welcher W.S. trifft Maria Benny beim zweiter Versuch?

¢) Mit welcher W.S. braucht Maria mindestens zwei Versuche?

Losung: Y H— ] #v& b) Wenn Maria Benny beim
a) X P</2 ] sve zweiten Versuch treffen soll,
1 v, Pp—1-] e dann sind das die Falle:
. H<V2 ] sve 73, PJ und HJ. Es gilt:
3 T )ave P(Z23)+P(PJ)+P(H]) =
e H1 ] sve _ 11,111,111 1
2 Z<V AN 43 43 4374
1 " . . )
Z—1 ] #v& C) Mindestens zwei Versuche:
i H<1/2 ML) Das sind sehr viele Falle. Ein-
) wve facher ist es, wenn man sich
1 P 1 ] sve Uberlegt, was nicht passieren
< Z<v ] sve darf. Nicht erlaubt ist nur der

% Fall, dass Maria schon beim
VY’ 1 I
1 P< z I sve ersten Mal fiindig wird.
3 17 ] v
e ) wve
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W.13 Veranschaulichendes 5

1 3
»P=1-PJ)=1-; =

Nun ja, das war wirklich eine sehr schéne Aufgabe und ein sehr, sehr schéner Baum,
aber aus Sicht eines Mathematikers [und sicherlich auch aus Sicht eines Schiilers] doch
etwas viel Arbeit.

Das Ganze geht doch etwas einfacher, wenn man sich Folgendes Uberlegt:

In der ganzen Aufgabe interessiert uns ja nur, ob Maria zum Jugendtreff geht oder
zu den anderen drei Stationen.

Wir malen also nicht stupide den ganzen Baum auf, sondern nur so weit er fir die
Aufgabe interessant ist. Wir fassen daher die Stationen ,Pub“, ,Zuhause™ und
~Hochschule™ zu einem einzigen Fall zusammen, zum Fall ,Nicht-Jugendtreff* J.

Also machen wir die ganze Aufgabe, sage den ganzen Baum, nochmal von vorne mit

deutlich weniger Aste.

-] b) Die Wahrscheinlichkeit, dass Maria

a) % T % T i J
< <]/ Kz] Benny beim zweiten Versuch trifft ist:
N B

P(2.Versuch) = 31 _1

c) ,Mindestens zwei Versuche™ machen wir wieder mit dem Gegenereignis. Das
Gegenereignis ist der Fall Benny ,auf den ersten Versuch"™ anzutreffen und das ist
der Fall, dass Maria zuerst ins Jugendtreff fahrt.

P(mind.2) = 1-P(J) = 1- %

1 —
7=
Bsp.5

Drei Einzeller schwimmen zusammen in einem Teich herum. Alle 10 Sekunden
stoBen sie auf einen Festkoérper, bei welchem es sich entweder um einen Giftstoff
oder um einen Nahrstoff handelt. Wenn es sich um einen Giftstoff handelt, stirbt
einer der Einzeller sofort. Handelt es sich um einen Nahrstoff, startet einer der
Einzeller umgehend eine Zellteilung [so dass danach ein Einzeller mehr vorhanden ist].

Unter der Annahme, dass es sich bei den relevanten Festkdrper bei 60% um
Nahrstoffe handelt, wie hoch ist die W.S. dass nach:

a) nach 30 Sekunden kein Einzeller mehr vorhanden ist ?

b) sich nach 30 Sekunden die Anzahl der Einzeller verdoppelt hat ?

¢) nach 30 Sekunden die Anzahl der Einzeller unverandert ist ?

d) nach 20 Sekunden die Anzahl der Einzeller unverandert ist ?

e) nach einer Minute noch mindestens ein Einzeller lebendig herumschwimmt ?

Losung:

Vermutlich haben Sie die Aufgabe nicht sofort auf Anhieb durchschaut.

Es ware daher Uberlegenswert, ob man einen Baum zeichnet [Uberlegenswert! Nicht
ratsam! Man kdnnte die Aufgabe auch durchaus ohne Baumdiagramm Idsen.].

Der interessante Punkt ist immer wieder das Ereignis ,N“ [N&hrboden] oder ,G"
[Giftstoff], welche mit einer W.S. von P(N)=0,6 bzw. P(G)=0,4 eintreffen.

Um den Uberblick [auch mit der Anzahl der Einzeller] nicht zu verlieren, sollten Sie sich
Uberlegen, wie Sie den Baum im Detail aufbauen.
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W.13 Veranschaulichendes

Im Folgenden habe ich den Baum so aufgebaut, dass ich nach den Buchstaben , N"
oder ,G" in Klammer notiert habe, wieviel Einzeller nach dem Treffen mit dem
Festkorper vorhanden sind.

b) Wenn sich die Einzeller verdoppeln sollen,

c) Nach 30 Sek. soll die Anzahl der Einzeller nach 105 ach 20s

a) Wenn nach 30 Sekunden [also 3 Durchgéngen] N(6)
kein Einzeller mehr vorhanden ist, geht das N(5)0<G 4
nur im Fall, dass die Einzeller dreimal auf N(4)< (4)
einen Giftstoffe stoBen.

N(6)
G(3 )<G(4)

P(GGG) = 0,4-0,4:0,4 = 0,064 = 6,4%

bedeutet das, dass nach drei Durchgdngen 5 N(3)<2(;)

6 Einzeller vorhanden sind. Das geht nur im G(2)< (2)

Fall NNN N(2)
G(1)-2*

P(NNN) = 0,6-0,6:0,6 = 0,216 = 21,6% G(o)

unverandert sein, d.h. drei Einzeller nach naCh 20
drei Durchgangen.

Tja, wenn Sie den Baum anschauen, werden Sie nach wenigen Stunden intensiver
Konzentration bemerken, dass im dritten Durchgang nirgends 3 Einzeller
auftauchen. = P(3Einzeller)=0.

d) Nach 20 Sekunden [also zwei Durchgangen] gibt es durchaus den Fall, dass unver-

andert 3 Einzeller vorhanden sind. Um genau zu sein, gibt es zwei Mdglichkeiten
hierfir: NG und GN = P(NG,GN) = 0,6:0,4+0,4-0,6 = 0,48 = 48%

e) Eine Minute sind sechs Durchgange. Wenn Sie einen Baum flr sechs Durchgange

zeichnen wollen, haben Sie am Ende 32 Verzweigungen. Ich glaube, diesen Baum
mdchten Sie nicht zeichnen.
Wir versuchen die Aufgabe also ohne Baum zu l6sen.
Dass nach sechs Durchgangen mindestens ein Einzeller da ist... das ist recht
kompliziert. Das Gegenereignis ware, dass kein Einzeller mehr lebt. Dieser [4uBerst
traurige] Fall ist etwas einfacher.
Wir Uberlegen also, welche Mdglichkeiten existieren, dass nach sechs Durch-
gangen kein Einzeller mehr existiert.
Dreimal Giftstoffe: GGG
Viermal Giftstoffe [einmal Nahrboden]: NGGGG, GNGGG, GGNGG, GGGNG
Finfmal Giftstoffe [einmal Nahrboden] geht nicht, es kdme nie zum letzten ,G"
P(kein Einzeller) = P(GGG,NGGGG,GNGGG,GGNGG,GGGNG) =

= 0,4°+0,6-0,4*+0,4-0,6-0,4°+0,4%.0,6-0,4°+0,4%-0,6:0,4 =~ 0,125
= P(mindestens ein Einzeller ) = 1-0,125 = 0,875 = 87,5%

1 Beachten Sie: GGGGN gibt es nicht, da ja nach GGG bereits Schluss ware.
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W.13 Veranschaulichendes 7

W.13.02 Vierfelder-Tafel ({f)

Die Vierfelder-Tafel verwendet man, wenn es genau zwei Auspragungsmerkmale gibt
[z.B. maénnlich/weiblich und Rentner/Nichtrentner]. Meistens kann man statt der Vierfelder-
Tafel auch einen Baum zeichnen, es gibt aber wenige Ausnahmen in welcher ein
Baumdiagramm sehr ungeschickt ware. [siehe -»Bsp.7]

Bsp.6

In einer Arztpraxis sind 70% der Patienten Rentner, 60% sind weiblich.
Wieviel berufstatige Manner sind bei 200 Patienten zu erwarten, wenn
50% weibliche Rentner sind?

Lésung

Man erstellt immer eine Tabelle mit vier Zeilen und vier
Spalten. In der ersten Zeile und ersten Spalte stehen
nur die Bezeichnungen, in der letzten Zeile und letzten g 0,5 0,7
Spalte stehen die gesamten Haufigkeiten.
In unserem Beispiel steht die zweite Spalte fir ,mann- N
lich®, die dritte Spalte fir ,weiblich®, die zweite Zeile fir
~Rentner" und die dritte Zeile flr ,Nichtrentner". 0,6 1
Da es insgesamt 70% Rentner hat, steht am Ende der
Rentner-Zeile ,,0,7". Da es 60% Frauenanteil hat, steht

am Ende der Weiblich-Spalte ,0,6". [Rechts unten steht in
jeder Vierfelder-Tafel eine ,1%, da insgesamt immer 100% vorhanden

sind]. Es gibt 50% weibliche Renter, also steht im
Eintrag, der sowohl in der Rentnerzeile, als auch in der M W
Weiblich-Spalte steht, eine ,0,5". 07 05e
Die Zahlen im Rest der Felder leitet man sich nun durch R | "5 | 0,5 | 0,7
einfache Subtraktion her [zweite Tafel!]. 0.6-0.52 | 1-0.72
Als letzten Eintrag erhalt man die [fett geschriebene] 0,2 N | 0,2 | o1 | 0,3
und zwar entweder durch Rechnung in der Mannlich- 1-0,6=
Spalte oder aus der Nichtrenter-Zeile. 0,4 0,6 1
Damit haben wir auch schon die Antwort:

Es gibt 20% mannliche Berufstitige, was bei 200

Patienten: 0,2-200 = 40 Personen entspricht.

Bsp.7

In einem Viertel aller Tage, an denen Katrin mit dem Auto zur Arbeit fahrt, nimmt
sie den Laptop mit. Im letzten Juni war das 5 Mal. An sechs Tagen fuhr sie jedoch
weder mit dem Auto, noch nahm sie den Laptop mit. In wieviel Prozent aller Tage,
an denen sie keinen Laptop mit nahm, fuhr sie mit dem Auto?

Losung
Der Juni hat 30 Tage, das ist die Gesamtanzahl aller betrachteten Tage. Diese Zahl

»30" steht also rechts unten in der Tabelle. [Selbstversténdlich kénnte man statt mit der
Absolutanzahl der Tage, auch mit deren prozentualer Haufigkeit rechnen (so wie in der letzten Aufgabe).
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8 W.13 Veranschaulichendes

Das ist vollig egal].
Die beiden betrachteten Merkmale sind Laptop bzw kein

Laptop, also L bzw. L und Auto bzw kein Auto, also A A A
bzw. A. L 5

An finf Tagen fuhr Katrin mit dem Auto und nahm den

Laptop mit, daher steht die Zahl 5 in der ,A"-Spalte 6

und in der ,L"-Zeile gleichzeitig.
Diese eben genannten 5 Tage sind ein Viertel aller 20 30
Tage, in welchen sie mit dem Auto hin fahrt, also fahrt
sie an 20 Tagen mit dem Auto.

An 6 Tagen fuhr sie weder mit dem Auto, noch nahm
sie den Laptop mit. Die Zahl ,,6" steht demnach wieder

an der entsprechenden Stelle. A A

Den Rest der Zahlen errechnen wir primitiv. - 10-6= | 5+4oder
Nun zur urspringlichen Frage: ,In wieviel Prozent aller L 5 4 30_921=
Tage, an denen sie ohne Laptop fuhr, nahm sie das [ | 205 6 15+6=
Auto?". Ohne Laptop ist sie an 21 Tagen gefahren [L- 15 21
Zeile], davon an 15 Tagen mit dem Auto. Das 20 | 3207 3p
entspricht 1/, = 0,714 2 71,4%. 10

Bsp.8

Katze ,Mathilde® und Kater ,Cosinus® fangen beide gelegentlich Feld- und
Spitzmause [und das, obwohl beide Katzen eigentlich ausreichend fettgefressen sind]. Mathilde
fangt 65% aller Mause, welche insgesamt zu 75% aus Spitzmausen bestehen. 40%
aller Feldmduse werden von Cosinus gefangen. Wieviel Prozent der Spitzmause
werden von Mathilde gefangen?

Losung:
Notieren wir mal alles, was uns gegeben ist:
® 65% aller Mause werden von Mathilde gefangen. In S F
der M-Zeile steht hinten 0,65. M (@) (®) (©)
@ Damit werden 35% aller Mause von Cosinus 05 | 015 | 0,65
gefangen = in der C-Zeile steht hinten 0,35. c | © | (© | (@
® Die Spitzmause machen 75% ALLER M&use aus = in 025 | 01 |0,35
der S-Spalte steht unten 0,75 é%)s 0(@;25 1
@ Die Feldm&use machen also logischerweise 25% aller ' '
Mduse aus.
® Der groBte Trick an der Aufgabe: 40% aller Feldmduse werden von Cosinus

gefangen, d.h. der Anteil aller Mause, die Feldmause sind UND von Cosinus
gefangen werden betragt: 0,25:0,40=0,1

Den Rest der Eintrage kann man nun recht einfach errechnen.

Wieviel Prozent der Spitzmause werden von Mathilde gefangen?

75% aller Mause sind Spitzmause. Spitzmause, die von Mathilde gefangen werden,

machen einen Anteil von 50% aus.
50%

2 . .
o5 = 3 der Spitzméause.

Also fangt Mathilde einen Anteil von
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