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2 A.24 Funktionsscharen

A.24 Funktionsscharen ({ff)

Bemerkung: Im Buch ,Kurvenprobleme" gibt es viel Aufgaben zu Funktionen, die
einen Parameter enthalten. Falls Sie hier also nicht genug kriegen...

A.24.01 Ortskurven ({ff)

Was ist iiberhaupt eine Ortskurve ?

. . auf dieser Kurve
Ortskurven gibt es nur bei Kurvenscharen.

liegen alle
[Kurvenscharen sind Funktion mit einem Parameter drin.] Wendepunkte
N . - | y
Betrachten wir “mal ein Beispiel: auf dieser Kurve | |
Es sei: fi(x) = %x3+%txz+t—4 liegenalle |

Hochpunkte | |
Nehmen wir “mal an, wir zeichnen diese |
Funktion fir mehrere Werte von t. siehe rechts -

Fir jedes ,t* erhdlt man eine Funktion.
Damit erhdlt man fir jedes ,t" einen Wendepunkt,

einen Tiefpunkt, einen Hochpunkt. [Vielleicht erhalt man
“mal auch keinen, aber das spielt hier keine Rolle].

Nun liegen all diese Punkte nicht irgendwie wild im ‘
Universum herum, sondern reihen sich schén
aneinander entlang einer Kurve oder einer Geraden.
Diese Kurve [Geraden gelten in Mathe auch als besondere
Kurven] sind die Ortskurven aller Wendepunkte,
Tiefpunkte oder was auch immer. 00

Ortskurven zu berechnen ist gar nicht so schwer,
wie sich das anfangs anhort.

Erst “mal braucht man die Koordinaten des
gesuchten Punktes in Abhangigkeit von ,t".

Wenn man die Koordinaten des Punktes noch nicht
hat, muss man die berechnen, das macht am - TR o
meisten Arbeit. { J
Die Gleichung des x-Werts des Punktes I6st man
nach ,t* auf und setzt dies in die y-Gleichung ein.

[Bis die Formulierung perfekt ist, machen wir zum Verstandnis ein paar Beispiele.]
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A.24 Funktionsscharen 3

Aufgabe 1
Es sei fi(x) = %x3+%tx2+t—4 mit t>0.

a) Bestimmen Sie die Ortskurve aller Hochpunkte !
b) Auf welcher Funktion befinden sich alle Tiefpunkte von fi(x)?
c) Bestimmen Sie den geometrischen Ort aller Wendepunkte!

Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktion fiy(x) mit: fi(x) = 0,25x*-tx>+t°x*-2,25t?
a) Bestimme die Ortskurve aller Nullstellen.

b) Bestimme die Ortskurve aller Tiefpunkte.

¢) Bestimme die Ortskurve aller Hochpunkte.

d) Bestimme die Ortskurve aller Wendepunkte.

Lésung von Aufgabe 1:
Far die drei Teilaufgaben brauchen wir zuerst die Koordinaten von Hoch-, Tief- und
Wendepunkt [in Abhangigkeit von ,t"]. Auf die detaillierte Berechnung hiervon mdchte

ich aus Platz- und Zeitgriinden verzichten.
[Falls Sie wiinschen, kénnen Sie Hoch-, Tief- und Wendepunkte gerne nachrechnen.]

Fir den Hochpunkt von fi(x) erhalt man: H(—t ét3+t—4).
Fir den Tiefpunkt von fi(x) erhalt man: T(O|t-4).
Fir den Wendepunkt von fi(x) erhalt man: W(—%t ‘ %t3+t—4),

a) Der Hochpunkt der Funktion liegt bei H(—t ‘ %t3+t—4).
Die Koordinaten des Punktes schreibt man sich raus:
1
-t Yy = €t3+t_4 Die Gleichung mit ,x“ nach
/ 1 5 dem Parameter ,t“ auflésen
-X iny: y = g(—X) +(—x)-4 und in die Gleichung mit ,y"
einsetzen.

X

|| <=1l

= t

[Vereinfachen und fertig ist die Ortskurve.]

y = —éx3—x—4

b) Der Tiefpunkt der Funktion liegt bei T (0 | t-4 ).

In der x-Gleichung kommt kein ,t" vor !
Dann ist dieses die Ortskurve aller Tiefpunkte.
XT = 0

Enthalt eine der Koordinaten des
Punktes keinen Parameter, so ist
das auch schon die Ortskurve.

c) Der Wendepunkt der Funktion liegt bei W(—%t ‘ %t3+t—4).
Die Koordinaten des Punktes schreibt man sich raus:
1 — lis v
X 2t/y_12t+t4j
-2x iny: y = %(—2x)3+(—2x)—4

[Vereinfachen und fertig ist die Ortskurve.]

[

= t

h(x]= matheseite © Havonix 2017

Die gute Seite an Mathe www.mathe-seite.de


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

4 A.24 Funktionsscharen

Yy = %(—2x)3+(—2x)—4 = %(—8x3)— 2x—4 > Yy, = —§x3—2x—4

Lésung von Aufgabe 2:
a) Die Ortskurve aller Nullstellen ist natlrlich die x-Achse, da Nullstellen logischer-
weise immer auf der x-Achse liegt. Da ist keine Rechnung notwendig.

b) Erst Tiefpunkte ausrechnen:
f'y(x) = x3 - 3tx2 + 2t2x
f't(X) =0
= x3-3tx2 + 2t2x =0

X:(x2 -3tx + 2t2) =0

x1=0 X2 - 3tx + 2t2 =
( p-g-Formel ) a-b-c-Formel )
X2 -3tx +2t2 =0 X2 -3tx +2t2 =0
3t++/(3t)%—4-1-2t2
LS LSTTE g AU A
=1,5t+2,25t2-2t2 - Ju=lorge
=1,5t+/0,252 _ sl
3t+t
= 1,5t+0,5t _ 3tst
\ / 2

= X;=2t X3=t

y-Werte:

y: = fi(0) = 0,25-0* - t-0° + t*-0% - 2,25t = -2,25¢t2
y2 = fy(2t) = 0,25-(2t)*-t-(2t)>+t3-(2t)?-2,25¢t?
4t*-8t*+4t*-2,25t2 = -2,25t2

fi(t) = 0,25-(t)*-t-(t)>+t(t)%-2,25¢?

= 0,25t*-t*+t*-2,25t2 = 0,25t* - 2,25t?

gucken ob's ein Hoch- oder Tiefpunkt ist:
f'((x) = 3x2 - 6tx + 2t2

Y3

f'(0) = 3-02 - 6t-0 + 2t2 = 2t2 > 0 = T:( 0| -2,25t2 )
f1(2t) = 3+(2t)2-6t-2t+2t2 = 12t2-12t2+42t2 = 2t2 > 0 = To( 2t | -2,25t2 )
f'y(t) = 3-(t)2-6t-t+2t2 = 3t2-6t2+2t2 = -t2 < 0 = H(t| 0,25t%-2,25t2)

Jetzt endlich geht’s so richtig mit der Ortskurve los:

Zuerst die Ortskurve von T1( 0 | -2,25t2):
Im x-Wert ist kein ,t" drin, damit ist x=0 die Ortskurve.

Jeder dieser Tiefpunkte liegt also auf der y-Achse, x=0
Die Ortskurve von Tp( 2t | -2,25t2 ):
Den x-Wert: x=2t [nach t auflssen] = t=0,5x
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Der y-Wert: y=-2,25t2 [t=0,5x einsetzen] = y=-2,25-(0,5x)* = ——-X?

Die Ortskurve aller Tiefpunkte T- lautet also: y = ——-X2

¢) Den Hochpunkt haben wir bereits in b) berechnet,
die Berechnung der Ortskurve geht daher schnell.

Die Ortskurve von H( t | 0,25t*-2,25t?):

x=t [nach t auflésen] = t=x

y=0,25t*-2,25t2 [t=x einsetzen] = y = 0,25x*-2,25x>

Die Ortskurve aller Hochpunkte H lautet also: y = 0,25x*-2,25x?

d) Tja.. Fur die Ortskurve aller Wendepunkte, missen wir
zuerst natirlich noch die Wendepunkte berechnen: f''y(x)=3x2-6tx+2t2
f''(x) =0
= 3x2-6tx +2t2=0

p-g-Formel ) a-b-c-Formel )

3x2-6tx+2t2 =0 |:3 3x2-6tx+2t2 = 0

2 6t+y/(6t)2—43:2t2
2_ ‘2 _ — Al —
X2 —-2tx+ t =0 X1,= 3 =

+[e2 7t2 _ _ 6te12t2
- 6

1 6t+3,46t

2

~

= t+ 3 3
~ t£0,58t—__ /

= x1=1,58t x,=0,42t
y-Werte:
f.(1,58t) = 0,25-(1,58t)*-t-(1,58t)>+t>(1,58t)?-2,25t2 = 0,11t* - 2,25t
f(0,42t) = 0,25-(0,42t)*-t-(0,42t)*+t2-(0,42t)?=2,25t> = 0,11t* - 2,25t

gucken ob's tatsachlich Wendepunkte sind:
f'"«(x) = 6x - 6t

f'"«(1,58t) = 6-1,58t-6t = 3,48t = W;( 1,58t | 0,11t*-2,25t%)
f'"(0,42t) = 6:0,42t-6t = -3,48t = Wy( 0,42t | 0,11t*-2,25t%)
Die Ortskurve von W;( 1,58t | 0,11t*-2,25t?):

x=1,58t [nach t auflésen] = t=0,633x

y=0,11t*-2,25t>  [t=0,633x einsetzen]
= y = 0,11(0,633x)*-2,25(0,633x)2

Die Ortskurve aller Tiefpunkte T, lautet also: y = 0,018x* - 0,902x?
Die Ortskurve von W>( 0,42t | 0,11t*-2,25t? ):
x=0,42t [nach t auflésen] = t=2,381x
y=0,11t*-2,25¢t2 [t=2,381x einsetzen]
=y =0,11(2,381x)*-2,25(2,381x)?
Die Ortskurve aller Tiefpunkte T, lautet also: y = 3,535x* - 12,756x?

Ortskurven kann man natirlich nicht nur von Hoch-, Tief- und Wendepunkten
berechnen, sondern auch mit irgendwelchen Schnittpunkten von zwei Funktionen

und im Prinzip von jedem Punkt, in dessen Koordinaten ein Parameter vorkommt.
[ Im x-Wert immer nach ,t" auflésen, in den y-Wert einsetzen... un fertig isch die Kurfe]
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6 A.24 Funktionsscharen

A.24.02 Funktionsanalyse (von Hand oder mit GTR) ()

Aufgabe 3
fi(x) = P3+X2-6tX  ;  t=0

a) Bestimmen Sie fi'(x), fi'"'(x) und fi'""'(x), zeichnen Sie fi(x).

b) Untersuchen Sie fi(x) auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten von fi(x).

d) Bestimmen Sie die Nullstellen von fi(x). Fur welchen Wert von t haben die
beiden duBersten Nullstellen den Abstand d=107?

e) Bestimmen Sie die Extrempunkte von fi(x).
Fir welchen Wert von t hat der Hochpunkt den y-Wert y=47

f) Bestimmen Sie den Wendepunkt W von fi(x).
Fur welchen Wert von t liegt W auf der ersten Winkelhalbierenden?

g) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an fi(x) im Punkt B( t | fi(t) ).
Fur welchen Wert von t hat diese Tangente die Steigung m=-27?

h) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von fi(x) mit der Parabel p:(x)=-x2-3tx.
Gibt es einen Wert von t, so dass es weniger als drei Schnittpunkte gibt?

i) fi(x) schlieBt mit p«(x) eine zweiteilige Flache ein.
Bestimmen Sie ihren Flacheninhalt A(t).
Fir welche Werte von t nimmt die Flache einen Inhalt von 6(LE2) an?

j) Fiir welchen Wert von t ist die Steigung im Punkt U(3t-3|f(3t-3)) minimal?

k) Auf welcher Kurve liegen alle Wendepunkte ?  [=Ortskurve aller Wendepunkte]
Bestimme den Schnittpunkt dieser Kurve mit fi(x).

Lésung auf néchster Seite.

© Havonix 2017 h[x]= matheseite

www.mathe-seite.de Die gute Seite an Mathe


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/
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Aufgabe 4
Ein hochbezahlter Mathematiker soll eine futuristische Funktion konzipieren.
Sein wirklich alle Gberzeugendes Resultat ist dieses:

fu(x) = 0,2:(x+3)%(x-t).

a) Zeichnen Sie fo(x), fe(x), f3(x), fo(x) und f3(x).

b) Fir welche Werte von t besitzt f(x) nur eine Nullstelle?

c) Fir welche Werte von t, liegt der Hochpunkt von fi(x) auf der x-Achse ?

d) FGr welchen Wert von t, liegt der Wendepunkt auf der y-Achse ?

e) Fur welchen Wert von t>0, schlieBt fi(x) mit der x-Achse eine Flache mit dem
Inhalt von %5 [FE] ein ?

f) Eine quadratische Parabel hat die gleichen Nullstellen wie fs(x) und schlieBt mit
der x-Achse auch noch den gleichen Flacheninhalt ein. Bestimmen Sie die
Gleichung dieser Parabel.

g) Eine Gerade g geht durch den Tiefpunkt von fo(x) und hat mit fo(x) einen
einzigen weiteren Berihrpunkt gemeinsam. Bestimmen Sie die Gleichung von g!

Lésung auf Seite 13.

Lésung von Aufgabe 3  (von letzter Seite):
a) Beginn: , Ojeojeojeeh 1"

Ableitungen:

fi(x) = 2x2+2x—6t
f'(x) = oX+2
ft'”(x) = %

Fir die Skizze von fi(x) macht man am besten
eine Wertetabelle von fi(x)=x3+x2-6x.
[Die N,H, T,W erhalt man natlrlich erst am Ende der
Funktionsanalyse, also erst nach Teilaufgabe f).]

b) Keine Symmetrie erkennbar.
[Gerade und ungerade Potenzen vorhanden.]

c) Verhalten fir x—»*co0 [ wir setzen fiir den x-Term
mit der hochsten Potenz +o bzw. -co ein. Der Term
.'/¢" interessiert nicht, denn es ist nur irgendeine positive
Zahl und andert nichts.]

Fur Xx—-+00 = f(x)-»+c0

Far X—-00 = f(x)»-o0 [Es gibt offensichtlich keine Asymptoten.]
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8 A.24 Funktionsscharen

d) Nullstellen: fi(x) =0

1
¥x3+x2—6tx =0 |-t | x ausklammern

X( X2+tx-6t2) =0
= x1;0 v X2+tx-6t2 = 0
( E—q—FormeI ) (-a-b-c-Formel )
X2+tx-6t2 = 0 X2+tx-6t2 = 0
2 —t/t2—41(=6t2
X23 = —%i tZ+6tz X2,3 = V#()
_ _t, [2s _ —txV25¢2
- 27\ 4 = >
— b5t _ —t#5t
- 272 -2
=>AX2:-3t X3=2t
= N; (0]0) N2(-3t]0) Ns(2t]0)

Nun sollen die beiden auBersten Nullstellen einen Abstand von 10 (LE) haben.
Die beiden auBersten Nullstellen sind N, und Ns.

Deren Abstand ist natirlich die Differenz der beiden x-Werte, also:

d = 2t-(-3t) = 5t. Da der Abstand 10 sein soll, gilt 5t=10 = t=2.

e) Extrempunkte: f/(x) = 0
%x21-2x—6t =0

( p-q-Forﬁ%él ) (-a=b-c-Formel )
’
%x2+2x—6t =0 | 5 %x2+2x—6t =0 B
2t
X2+TX-2t2 =0 3x2+2tx-6t2 = 0
¢ o 2t+(2t)7-43(6t2)
= ——+i[—+ 2 =
X1,2 35S 2t X1,2 3
= _t e, 18e _ —2tV4t2+72t2
37 Vo 9 6
= b, j1oe _ —2tx76t2
3 9 6
-
= L+, /2t _ —2tx76:t
3 9 6
—2t+8,72t
= -0,33t £ 1,45t =

= xim $1,12t  xom-1,70t

Jetzt missen wir wissen, ob es sich um Hoch- oder Tiefpunkte handelt. Dafiir
setzen wir schlauerweise den x-Wert in f"'(x) ein.

Desweiteren setzen wir den selben x-Wert in f(x) ein um den y-Wert zu
erhalten.
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f'(1,12t) = 8,72 >0 = T(1,12t]?)
f"(-1,79t) = -8,74 <0 = H(-1,79t | ?)

f(1,12t) = ... = -4,06t2 = T(1,12t] -4,06t2)
f(-1,79t) = ... = 8,21t2 = H(-1,79t | 8,21t2)
Der Hochpunkt soll den y-Wert ys=4 haben.

Damit muss natirlich gelten: 8,21t2=4 = t2=0,487 = t=%0,70

f) Wendepunkte: f'(x) =0

%X+2 =0 =>..= x=—§
f"(-3) =% %0 =  Wendepunkt
ft(_g) ~ 2,08t2 N W(-0,33t | 2,08t2)

Der Wendepunkt soll auf der ersten Winkelhalbierenden liegen. Nun weiB ja
spatestens seit dem Zeitalters des Kindergartens wirklich jeder von uns, dass
die erste Winkelhalbierende einfach die Gerade mit der Gleichung y=x ist.
Und weil wir so cool sind und das wissen, setzen wir jetzt noch die Koordinaten
des Wendepunktes ein [logischerweise den x-Wert fir ,x" und y-Wert fir ,y"].

y=x = 2,08t2=-0,33t
Diese Gleichung |I6sen wir nach t auf.

2,08t2 = -0,33t | +0,33t
2,08t2+0,33t =0 t ausklammern
t-(2,08t+0,33) = 0

t=0 2,08t4+0,33 = 0

2,08t=-0,33 = t. = 0,159

g) Die Tangente an fi(x) in B(t|f:(x)) berechnen wir Uber die Tangentengleichung.
[der Weg Uber y=mx+b ware natlrlich auch moglich]

Yran = f'(U)-(x-u) + f(u) (hier: u=t)
Yran = f'(£)-(x-t) + f(t)

Wir brauchen f'(t):  fi'(t) = %t2+2t—6t = 3t+2t-6t = -t

sowie: f(t) = %-t3+t2—6t-t = t24t2-6t2 = -4t2
Beide setzen wir in yran €in.
= Yran = -t (X-t)+(-4t2) = -tx+t2-4t2 = -tx-3t2
Nun soll diese Tangente die Steigung m=2 haben. Die Steigung der Tangente

kann man ablesen. Wie bei jeder Geraden ist es die Zahl (bzw. der Term) vor
dem ,x". In diesem Fall ist es also ,-t".

Es muss also offensichtlich gelten: -t = 2 = t=-2

h(x]= matheseite © Havonix 2017

Die gute Seite an Mathe www.mathe-seite.de


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

h

10 A.24 Funktionsscharen

) Schnittpunkte berechnet man natilrlich immer, indem man die beiden
Funktionen gleichsetzt.
= fi(x) = pdx)
%x3+ X2 —-6tx = -x2-3tx | -t
X3+tx2-6t2x = -tx2-3t2x | +tx2+3t2x
X3+42tx2-3t2x = 0 X" ausklammern
X+ (X2+2tx-3t2) = 0
x1=0 "X242tx-3t2 = 0
( p-g-Fefmel ) ( a-b-c-Formel )
X2+2tx-3t2 = 0 “X242tx-3t2 = 0
f5 [ =13 —2t+v(2t)>~4-1-(-3¢2
X213:—ti tz—(—3t2) X2,3: il )2.1 ( )
_ —ti\/ﬁ _ —2trv4;2+12t2 _ —Zti;/16t2
—2t+4t
= —tx2t = =5

‘X2=t X3=-3t‘

Wir haben drei x-Werte, also haben wir auch drei Schnittpunkte.
Allerdings brauchen wir noch die zugehoérigen y-Werte, die man ja bekanntlich
erhalt, indem man die x-Werte in eine der beiden Gleichungen einsetzt.
[Ich setze sie in p«(x) ein, das erscheint mir einfacher.]
y1 = pi(x1) = p(0) = -02-3t:0 =0 = S51(01]0)
Y2 = pi(X2) = pe(t) -t2-3tt = -t2-3t2 = -4t2 = Sy(t] -4t2)
ys = pi(X3) = pe(t) -(-3t)2-3t:(-3t) = -(9t2)+9t2 =0 = S3(-3t| 0)

Gibt es einen Wert fir t, so dass es weniger als drei Schnittpunkte gibt?
Wir haben ja drei x-Werte erhalten. Damit es nun weniger Schnittpunkte geben
soll, missten z.B. zwei x-Werte gleich sein, also zusammenfallen.
x1=X2 = 0=t (t=0 ist jedoch [laut Aufgabenstellung] nicht zuldssig)
xi=x3 = 0=-3t = t=0 (auch wieder keine Lésung)
X=Xz = t=-3t = 4t=0 = t=0 (k.LOsung)
Es gibt keinen Wert fiir t>0, so dass man weniger als drei Schnittpunkte erhalt!

Um die Flache zwischen zwei Funktionen zu berechnen, braucht man zuerst die

Schnittpunkte.

Welch Gliick, dass wir die bereits in der letzten Teilaufgabe berechnet haben.
(X1='3t, X>=0, X3=t)

Jetzt brauchen wir natirlich noch das Integral.

[Im Inneren des Integrals zieht man immer die untere Funktion von der gréBeren ab.]

Betrachten wir die linke Teilflache, die sich innerhalb der Grenzen x=-3t und

x=0 befindet.

Diese Flache wird oben von fi(x) begrenzt und unterhalb von p«(x). Also:

0 0 (4 \ :
A = J‘{it ft(x)_pt(x)dx = f_3t(?x3+x2—6tx)—(—x2—3tdex [vereinfachen]
0 0
= f—Bt %X3+X2—6tX+X2+3thX = -[—3t %X3+2X2—3thX [integrieren]
0
= L%tx"f.'.%x?’ —%xz] [Grenzen einsetzen]

-3t
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3)

= [i-04+;-03—3—t-02]—[i-(—3t) ( 3t)P- ( 3t)° } [vereinfachen]
= [0+0- 0]_[7 (81t%)+2(-27¢° )—%-(98)]
= 0—[%t3—18t3—22—7-t3} = 0—{—%3} = 452

Und haben Sie in Ihrem kurzen und langweiligen Leben jemals “was Schérferes, als diese Teilflache
gesehen? Natirlich nicht! Weil's so schén war, berechnen wir noch die zweite Flache.

Bei dieser zweiten Flache liegt p«((x) oberhalb und fi(x) begrenzt die Flache am
unteren Rand.

Damit sieht's so aus:

A; = _r P X x)dx = f: [—X2—3tX)—(%X3+X2—6tX)dX [vereinfachen]

Jt—x2—3tx——x3—x2+6txdx = f;—%x3—2x2+3txdx [integrieren]

= [ x*— X +3tX2]0 [Grenzen einsetzen]
= [—4%-'(4 28343 tz] [ 1.0%-2 03+32—t'02} [vereinfachen]

1,3 2 3 3 7 3
= [_Zt —gt +Et ] = Et

Nun haben wir die beiden Teilflachen.

Wissenschaftliche Untersuchungen haben ergeben, dass man zwei Teilflachen addieren kann, wenn
man eine groBe Flache haben will. Diese herrlichen neuen Erkenntnisse mdéchten wir uns nattrlich
nicht entgehen lassen und schreiben daher:

Ages = ArtA; = P2+ 087 = 21 « herrlich

Fir welche Werte von t nimmt diese Fache einen Inhalt von 6(LE) ein?
Na ja ... wir setzen die Flache Ags dann halt eben =6.

Erst mal ein paar kleine Infos vorab:
Es gibt in der Formulierung zwei wichtige Stichworte:
- ,Steigung™: Das ist immer die erste Ableitung der Funktion.
- ,minimal®: Um Egal-Was minimal hinzukriegen, muss man
es ableiten und Null setzen
[oder das Minimum mit dem GTR berechnen lassen, sofern das erlaubt ist].
Verlangt ist ja, dass ,die Steigung im Punkt U minimal ist".
Wir machen das also so, dass wir zuerst die Steigung im Punkt U berechnen und
uns erst spater dann um das ,minimal-Zeug" kimmern.

Die Steigung der Funktion im Punkt U:

fi'(xg) = f'(3t-3) = %’(3t_3)2+2‘(3t_3)_6t [ausrechnen]
= 3(9t2-18t+9)+6t-6-6t = Lijf—%ﬁ% ~6 = 27t-54+27-6 = 27t+22-60

So. Nun haben wir die Steigung im Punkt U. Diese nennen wir m(t) und die soll
jetzt minimal sein. Also brauchen wir das Minimum von m(t)= 27t+277—60,
welches man immer berechnet, in dem man die Ableitung des Terms =0 setzt.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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Wir werden also die Ableitung 27t+277—60 nochmal ableiten und Null setzen!

Um das Minimum von m(t)= 27t+%—60 zu

berechnen, schreiben wir m(t) noch kurz um:
m(t) = 27t+27t*'-60

= m'(t) = 27+(-1)-27t% = 27~

« Mit einem GTR kénnte man von
,,27t+27/t—60“ das Minimum auch

direkt im Grafikmenu berechnen!
Man wiirde sofort t=1 erhalten.

m'(t) =0

27t2-27 =0 | +27 | :27
t2 =1 | v
t= =1

So. Die Werte von ,t" haben wir. Jetzt sollten wir nur noch wissen, ob da ein
Maximum oder ein Minimum vorliegt. Daflir missen wir diese beiden Werte von
L, in die zweite Ableitung von m(t) einsetzen.

m'(t) = 27-%] =27-27t?

= m"(t) =0-27-(-2)t> = 54t> = %
m"(1) = >3 =54 >0 =  Minimum bei t=+1
m"(-1) = (_5;‘)3 =-54<0 =  Maximum beit=-1

Die Antwort: Der gesuchte Wert fir t wurde bei t=1 gefunden, weil da ein
Minimum der Steigung vorliegt. Jetzt ist alles wieder gut!

k) Auf welcher Kurve liegen alle Wendepunkte ?
Ganz gleich ob nach der Ortskurve von einem Wendepunkt, Hoch- oder Tief-
oder irgendeinem Schnittpunkt gefragt ist, man wendet immer den gleichen
,Trick" an:
Zuerst braucht man x- und y-Wert von diesem Punkt.
In unserem Fall haben wir das schon: W(-0,33t | 2,08t2)

Wir schreiben noch “mal raus: x-Wert: x =-0,33t
y-Wert y = 2,08tz

Nun I6sen wir in der ,x-Gleichung" nach t auf: x=-0,33t = t= —O%X x-3X.

Dieses t setzen wir in die ,y-Gleichung" ein: y=2,08:(-3x)*> = +18,72x2.

Das war's auch schon. Alle Wendepunkte liegen auf der Kurve: y=18,72x2.

Die Frage nach dem Schnittpunkt der Ortskurve mit der Funktion fi(x) ist
natlrlich eine Scherzfrage, denn: die Ortskurve ist ja die Kurve auf der alle
Wendepunkte der Funktion liegen.
Diese Kurve hat ja logischerweise mit fi(x) alle Wendepunkte gemeinsam!
Also muissen die Wendepunkte auch die Schnittpunkte sein.

= Die gesuchten Schnittpunkte sind: W( -0,33t | 2,08t2).

© Havonix 2017 h[x]= matheseite
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Lésung von Aufgabe 4 (von seite 7)
a) Skizze: Ich glaube, finf Funktionen mit

b) Nullstellen:

)

dem Taschenrechner zu zeichnen, wird

Sie nicht unbedingt tUberfordern.

Mit dem GTR ist es sehr einfach. Ohne GTR muss
man flinf Wertetabellen machen. Das ist zwar auf-
wandig, aber intellektuell nicht hochstes Niveau.

Aufgaben, in denen Ihr zeichnen musst,
sind meist auch nur ein Wink mit dem
Zaunpfahl, damit Ihnen etwas fir die
nachsten Teilaufgaben auffallt.

Wir berechnen einfach 'mal die Null-
stellen und lassen uns Uberraschen.

ft(X) =0
0,2-(x+3)%(x-t) = 0
(x+3)2=0 (X=t) = 0
x+3 =0 X =t
X1 = -3

Man erhdlt offensichtlich immer zwei x-Werte. Die einzige Mdglichkeit, dass es
nicht zwei verschiedene Nullstellen sind, ist, wenn t=-3. Dann fallen beide
Nullstellen zusammen. [Ubrigens haben Sie ja genau diese Funktion bereits gezeichnet!]

Extrempunkte (Hochpunkt auf der x-Achse):

Wenn man diese Teilaufgabe rechnerisch l6sen will, wird man alt und grau.

Daflir sind die Zeichnungen gut. Es sollte IThnen auffallen, dass fir alle t<-3 im

Punkt (-3|0) ein Tiefpunkt ist und fir alle t>-3 bei (-3|0) der Hochpunkt

(welcher natirlich auf der x-Achse liegt [y=0]).

Also:  Fur t<-3 liegt der Hochpunkt links von x=-3 und oberhalb der x-Achse.
Fir t>-3 liegt der Hochpunkt immer bei (-30).

Die Antwort lautet also: Fir t>-3 liegt der Hochpunkt immer auf der x-Achse.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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d)

Wendepunkt:
Hier kann man nichts mehr aus der Zeichnung erkennen, wir missen rechnen.
Wenn der Wendepunkt auf der y-Achse liegen soll, muss sein x-Wert = 0 sein.
Wir brauchen also die Koordinaten vom Wendepunkt, also f''(x) = 0 setzen.
f(x) = 0,2-(x+3)*(x-t)
= 0,2:(x24+6x+9)-(x-t)
= 0,2:(x3+6x2+9x — tx2-6tx-9t)
= 0,2x3+1,2x2+1,8x-0,2tx2-1,2tx-1,8t
fi'(x) = 0,6x2+2,4x+1,8-0,4tx-2,4t
fi"'(x) = 1,2x+2,4-0,4t

ft”(X) — O
= 1,2x+2,4t-0,4t =0 = 1,2x=0,4t-2,4t = x,= 2

Der Wendepunkt liegt auf der y-Achse fir « x, = 0.
04t-2,4 _ 12
1,2 !
0,4t-2,4 =0 [+2,4 ]:0,4
t=6

Fldche mit x-Achse:

Es geht um die Flache mit der x-Achse als obere
Funktion (y:=0), fe(x) als untere Funktion und den
Nullstellen x;=-3 und x,=t als Grenzen.

= A = [ (y,)~(F(x))dx = [, 0-(0,2x3+1,2x2+1,8x-0,2tx2-1,2tx~1,8t )dx

f_t3O—(O,2x3+1,2x2+1,8x—0,2tx2—1,2tx—1,8t)dx

[, -0,2x3-1,2x2-1,8x+0,2tx2+1,2tx+1,8t dx

[-0,05x"-0,4x%-0,9x%+22x+0,6tx+ 1,8t ]t

[—0,05t4—o,4t3—o,9t2+%t3+o,6t-t2+1,8t-t]
- [—0,05(—3)4—0,4~(—3)3—o,9-(—3)%%-(—3)3+o,6t-(—3)2+1,8t-(—3)}

ft(x) haben wir schon ein paar

Zeilen weiter oben ausgerechnet!

3

- [—o,o5t4—o,4t3—o,9t2+%t4+0,6t3+1,8t2]— —%—gt
= [ tgag1e3, 942] [L27_9¢] _ 14,143, 942, 94,27
- {GOt +5t +10t ] [ 20 St} - 60t +5t +10t +5t+20
Das ist unsere Flache. Diese soll den Wert % annehmen.
144,143, 942, 94 27 _ 125 _ 125
sob Tsttiot Tty T 1 BT
144,143, 942 9 136 _

t*+12t>+54t°+108t-544 = 0
L6ésung ohnfe GTR

Lésung mit GTR

Die Gleichung muss man mit der

Polynomdivision oder mit dem
Horner-Schema Iésen. An dieser
Stelle machen wir das nicht.

Schauen Sie bitte im Kap.A.46.01
bzw. A.46.02 jeweils unter Aufgabe
03 nach. Da lésen wir genau diese
Aufgabe.

© Havonix 2017
www.mathe-seite.de
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Wie auch immer Sie die Gleichung I6sen: Sie sollten t=2 erhalten.
x*+12x3+54x°+108x-544 = 0 = t=2.

f) Funktionsgleichung bestimmen:
Eine Moglichkeit ware dies:
Jede quadratische Parabel hat die Form: p(x) = ax2+bx+c.
Wenn sie die gleichen Nullstellen wie f¢(x) hat, gilt:
@ p(-3) =0 © 9a-3b+c=0
@ p(6) =0 & 36a+6b+c=0.
Mit dem gleichen Flacheninhalt gilt desweiteren:

125 ) )
©) f ax2+bx+c dx = =22 = integrieren ... ausrechnen ...

Mit diesen drei Glelchungen kann man dann a,b und c bestimmen.

Einfacher wird es jedoch, wenn wir folgenden Ansatz fir p(x) machen:
Da wir alle beide Nullstellen von p(x) kennen, muss p(x) die Form haben:
p(x) = a-(x+3)-(x-6) [siche —» Kap.A.46.04 ,Aufstellen von Funktionen"]
= a-(x2+3x-6x-18)
= ax2-3ax-18a.
Nun verwenden wir die Idee, dass p(x) mit der x-Achse den Flacheninhalt

von 11—225 einschlieBen soll. Das bedeutet, dass das Integral von p(x) innerhalb

der Grenzen der Nullstellen diesen Wert annehmen muss.
[Da wir jedoch nicht wissen, ob p(x) oberhalb oder unterhalb der x-Achse liegt bzw. ob damit
die Flache ober- oder unterhalb der x-Achse liegt, setzen wir das Integral in den Betrag.]

125

6
“73 ax2—2ax—18adx‘ =55 integrieren ...

6
H%ax3—ax2—18ax} 125

_ 2
H;.a'63_a'6z_18a'67‘[i'la(—3)3 ~a(-3p-18a(-3)| = 12
[~72a]-[-36al| = 125

_ 125 N o
H—36a” = =2 Den Betrag losen wir mit + auf.
125
-36a = =12 | : (-36)
125 125 125
= +=== — =
a=+5 = A= AT 3

Es gibt also zwei Lésungen flr die gesuchten Parabeln:

pl,z(x) = i%~(x+3 }(x-6),

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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g) Schnittpunkte: [Gerade hat mit fi(x) den Tiefpunkt und einen Beriihrpunkt gemeinsam].
Eine Gerade hat natirlich die Form: y=m-x+b.
Da sie durch den Tiefpunkt T(-3]|0) geht, kann man eine Punktprobe machen.
x=-3 und y=0 in y=mx+b = 0=m:(-3)+b = b=3m.
b=3m setzen wieder in y=mx+Db ein und erhalten: g : y=mx+3m.
[Das ist besser als vorher, denn jetzt haben wir nur noch eine Unbekannte!]
Die Gerade g soll mit f.o(x) zwei gemeinsame Punkte haben, also muss folgende
Gleichung genau zwei Losungen haben:
fo(x) = g(x)
0,2:(x+3)%(x+9) = mx+3m.
Es gibt hier nur eines, was Sie falsch machen kdénnen. Und zwar, dass Sie
0,2-(x+3)%(x+9) ausmultiplizieren. Vielleicht merken Sie das nicht sofort, aber
spatestens nach ein paar Schritten sollte Ihnen auffallen, dass alles total
bekackt aussieht und nichts mehr geht. Andererseits kénnte es sein, dass
Ihnen spatestens dann aufallt, dass man auf der rechten Seite m ausklammern
kann. Es wirde m-(x+3) Uubrig bleiben. Da auf der linken Seite ebenfalls dieser
~X+3"-Term steht, kann man daraus sicherlich irgendwas machen.

0,2:(x+3)*(x+9) = mx+3m | rechts ,m" ausklammern
0,2-(x+3)%(x+9) = m-(x + 3) | - m(x+3)
0,2:(x+3)>(x+9) - m-(x + 3) =0 | (x+3) ausklammern

(x+3) - [ 0,2(x+3)(x+9) -m ] =0

x+3=0 0,2(x+3)-(x+9) - m = 0
X1=-3 0,2:(x2+12x+27)-m =0
0,2x242,4x+5,4-m =0
Das wir als erste Losung x;=-3 erhalten ist klar [der Tiefpunkt]. Wichtig ist vor
allem, dass es bereits eine Lésung ist. Da es insgesamt genau zwei Lésungen
geben muss, darf 0,2x24+2,4x+5,4-m=0 nur genau eine Ldsung haben! Wir
I6sen diese Gleichung also mit p-q- oder a-b-c-Formel und erinnern uns natur-
lich daran, dass es genau eine Losung gibt, wenn unter der Wurzel Null steht!

0,2x24+2,4x+5,4-m =0 |:0,2
X2+12x+27-5m =0
('p-q-Formet”) ( a-b-c-Formel )
x2+12x+27-5m=0 X2+12x+27-5m=0
_ _ —12+412°-41(27-5m)
X, 3=—6+162—(27-5m) X, 3= - i
- —61% — —121\/3;6+20m
Unter der Wurzel muss Null stehen, damit man nur eine Lésung erhalt!
94+5m=0 36+20m=0
- _9 - _36__9
m=-; M="%7 "5
Es gibt nur eine Lésung, wenn 94+45m = 0, also wenn M = —%.
Unsere gesuchte Gerade lautet also: g:yY= —%X—%.

© Havonix 2017 h[x]= matheseite
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A.24.03 Funktionsanalyse mit CAS ()

Aufgabe 5
fi(x) = {X3+X2—6tx t+0

a) Bestimmen Sie fi'(x), fi'""(x) und fi'""(x), zeichnen Sie fi(x).

b) Untersuchen Sie fi(x) auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten von fi(x).

d) Bestimmen Sie die Nullstellen von fi(x). Fir welchen Wert von t haben die
beiden auBersten Nullstellen den Abstand d=10?

e) Bestimmen Sie die Extrempunkte von f(x).
Fir welchen Wert von t hat der Hochpunkt den y-Wert y=4?

f) Bestimmen Sie den Wendepunkt W von fi(x).
Fir welchen Wert von t liegt W auf der ersten Winkelhalbierenden?

g) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an fi(x) im Punkt B( t | f(t) ).
Fir welchen Wert von t hat diese Tangente die Steigung m=-2?

h) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von fi(x) mit der Parabel p¢(x)=-x2-3tx.
Gibt es einen Wert von t, so dass es weniger als drei Schnittpunkte gibt?

i) fu(x) schlieBt mit p(x) eine zweiteilige Flache ein.
Bestimmen Sie ihren Flacheninhalt A(t).
Fir welche Werte von t nimmt die Flache einen Inhalt von 6(LE2) an?

j) Fur welchen Wert von t ist die Steigung im Punkt U(3t-3|f(3t-3)) minimal?

k) Auf welcher Kurve liegen alle Wendepunkte ? [=Ortskurve aller Wendepunkte]
Bestimme den Schnittpunkt dieser Kurve mit fi(x).

Lésung:
a) Beginn: , Ojeojeojeeh 1"
Ableitungen vom CAS machen lassen:
fi'(x) = %X2+ 2x—6t, f''(x) = %x+2, f(x) = %
Fir die Skizze von fi(x) macht man am besten eine Wertetabelle von
fi(x)=x3+x2-6x.
[N,H,T,W erhalt man natlrlich erst am Ende der Funktionsanalyse, also erst nach Teilaufgabe f).]

b) keine Symmetrie erkennbar. [gerade und ungerade Potenzen vorhanden]

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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c)

d) Nullstellen: fy(x)=0 setzen.

e)

f)

Verhalten flr x—»+c0 [Wir setzen fir den x-Term
mit der hochsten Potenz +o0 bzw. -co ein. Der Term
L1/ interessiert nicht, denn es ist nur irgendeine positive
Zahl und andert nichts.]

far x—-4+00 = f(x)»+00
far X—-00 = f(X)»-o
[Es gibt offensichtlich keine Asymptoten.]

Der CAS liefert die Lésungen:
X1:0, X2:-3t, X3=2t
= N;(0]|0), N2(-3t|0), Ns3(2t|0).

Nun sollen die beiden &uBersten Null-
stellen einen Abstand von 10 (LE) haben.
Die beiden auBersten Nullstellen sind N
und Ns. Deren Abstand ist natirlich die
Differenz der beiden x-Werte, also:

d = 2t-(-3t) = 5t.

Da der Abstand 10 sein soll, gilt 5t=10 = t=2.

Extrempunkte: fi'(x)=0 setzen. Der CAS liefert die L6sungen:

X1z+1,12t, Xzz'1,79t.
Jetzt missen wir wissen, ob es sich um Hoch- oder Tiefpunkte handelt. Dafiir
setzen wir schlauerweise den x-Wert in f"'(x) ein.
Desweiteren setzen wir den selben x-Wert in f(x) ein um den y-Wert zu
erhalten.

f'(1,12t) =8,72 >0 = T(1,12t]?)
f'(-1,79t) =-8,74 <0 = H(-1,79t | ?)
f(1,12t) = -4,06t2 - T (1,12t ] -4,06t2 )
f(-1,79t) = 8,21t2 = H(-1,79t | 8,21t2)

Der Hochpunkt soll den y-Wert ys=4 haben.
Damit muss natdrlich gelten: 8,21t2=4 = [cas] = t,,=%£0,70.

Wendepunkte: fi""(x)=0 setzen. Der CAS liefert die Losung: x=—+

3
f=3) =2 %0 = Wendepunkt

ft(_%) ~ 2,08t2 = W(-0,33t | 2,08t2)

Der Wendepunkt soll auf der ersten Winkelhalbierenden liegen. Nun weil3 ja
spatestens seit dem Zeitalters des Kindergartens wirklich jeder von uns, dass
die erste Winkelhalbierende einfach die Gerade mit der Gleichung y=x ist.
Und weil wir so cool sind und das wissen, setzen wir jetzt noch die Koordinaten
des Wendepunktes ein [logischerweise den x-Wert fiir ,x" und y-Wert fiir ,y"].

y=x = 2,08t2=-0,33t = [cAs] = ti=0, t,=0,159.
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www.mathe-seite.de Die gute Seite an Mathe


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

A.24 Funktionsscharen 19

g) Die Tangente an fi(x) in B(t|fi(x)) berechnen wir liber die Tangentengleichung.
[Der CAS stellt IThnen einen Befehl zur Verfligung, mit dem Sie die Tangentengleichung in einem
bestimmten Punkt bestimmen kdnnen. Vermutlich heiBt er ,tangentenlinie()" oder so ahnlich. Falls
Sie den Befehl nicht kennen, schauen Sie in der Bedienungsanleitung nach.]

Tangente mit Berihrpunkt u=t. Der CAS sollte Ihnen die Gleichung liefern:
YTan = 'tX—3t2.
Nun soll diese Tangente die Steigung m=2 haben. Die Steigung der Tangente
kann man ablesen. Wie bei jeder Geraden ist es die Zahl (bzw. der Term) vor
dem ,x". In diesem Fall ist es also ,-t".

Es muss also offensichtlich gelten: -t = 2 = t=-2.

h) Schnittpunkte berechnet man natlrlich immer, indem man die beiden
Funktionen gleichsetzt.
fu(x) = p«(x) =  x:=0, X=t, x3=-3t.

Wir haben drei x-Werte, also haben wir auch drei Schnittpunkte.
Allerdings brauchen wir noch die zugehdrigen y-Werte, die man ja bekanntlich

erhalt, indem man die x-Werte in eine der beiden Gleichungen einsetzt.
[Ich setze sie in p«(x) ein, das erscheint mit einfacher.]

y1 = p(x1) = py(0) = -02-3t-0 = 0 = S(0]0)
v2 = pe(xz) = p(t) = -t2-3t-t = -t2-3t2 = -4t2 = Sy(t | -4t2)
y3 = pe(xa) = p(t) = -(-3t)2-3t:(-3t) = -(9t2)+9t2 = 0 = S3(-3t | 0)

Gibt es einen Wert fiir t, so dass es weniger als drei Schnittpunkte gibt?
Wir haben ja drei x-Werte erhalten. Damit es nun weniger Schnittpunkte geben
soll, mussten z.B. zwei x-Werte gleich sein, also zusammenfallen.
xi1=X, = 0=t (t=0 ist jedoch [laut Aufgabenstellung] nicht zuldssig)
xi=X3 = 0=-3t = t=0 (auch wieder keine L6sung)
X;=X3 = t=-3t = 4t=0 = t=0 (k.Ldsung)
Es gibt keinen Wert fir t>0, so dass man weniger als drei Schnittpunkte erhalt!

i) Um die Flache zwischen zwei Funktionen zu berechnen, braucht man zuerst die
Schnittpunkte.
Welch Gliick, dass wir die bereits in der letzten Teilaufgabe berechnet haben.

(x1=-3t, x2=0, x3=t)

Jetzt brauchen wir nattirlich noch das Integral.
Betrachten wir die linke Teilflache, die sich innerhalb der Grenzen x=-3t und
x=0 befindet.
Diese Flache wird oben von fi(x) begrenzt und unterhalb von p«(x). Also:

Ar= [ D f(x)—p(x)dx = [cas] = 2,

Bei der zweiten Flache liegt p«(x) oberhalb und fi(x) begrenzt die Flache am
unteren Rand.

A= [, px)—F(x)dx = [cas] = 5t°.

Nun haben wir die beiden Teilflachen. Ages = A1+A; = %t3+£t3 = %P.

Fir welche Werte von t nimmt diese Fache einen Inhalt von 6(LE) ein?
Na ja ... wir setzen die Flache Ags dann halt eben =6.
As=6 = 2t2=6 = [cAs] = t=0,794
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j) Erst mal ein paar kleine Infos vorab:
Es gibt in der Formulierung zwei wichtige Stichworte:
- ,Steigung™: Das ist immer die erste Ableitung der Funktion
- ,minimal*: Um Egal-Was minimal hinzukriegen, muss man
es ableiten und =Null setzen.
[oder das Minimum mit dem GTR berechnen lassen, sofern das erlaubt ist].
Verlangt ist ja, dass ,die Steigung im Punkt U minimal ist".
Wir machen das also so, dass wir zuerst die Steigung im Punkt U berechnen und
uns erst spater dann um das ,minimal-Zeug" kimmern.

Die Steigung der Funktion im Punkt U:

fi(xo) = f'(3t-3) = [cAS] = 27t+77—60,

So. Nun haben wir die Steigung im Punkt U. Diese nennen wir m(t) und die soll
jetzt minimal sein. Also brauchen wir das Minimum von m(t)= 27t+277—60.

Wir lassen also das Minimum von 27t+¥—60 berechnen und erhalten: t=1.

ianb Japaim s||e 3sI 312391 "1631jd0A Bunbials Jop wnwiulp
ule ep |IoM ‘uapunyab T=1 19q apinMm 3 JUnJ MM 23yonsab Jag :pomiuy a1Qg

k) Auf welcher Kurve liegen alle Wendepunkte?
Ganz gleich ob nach der Ortskurve von einem Wendepunkt, Hoch- oder Tief-
oder irgendeinem Schnittpunkt gefragt ist, man wendet immer den gleichen
L, Trick™ an:
Zuerst braucht man x- und y-Wert von diesem Punkt.
In unserem Fall haben wir das schon: W(-0,33t|2,08t2).

Wir schreiben noch “mal raus: x-Wert: x = -0,33t
y-Wert y = 2,08t2.

Nun l6sen wir in der ,x-Gleichung" nach t auf. x=-0,33t = t= —%X ~-3X.

Dieses t setzen wir die ,y-Gleichung" ein y=2,08:(-3x)? = +18,72x2.
Das war's auch schon. Alle Wendepunkte liegen auf der Kurve: y=18,72x2.

Die Frage nach dem Schnittpunkt der Ortskurve mit der Funktion fi(x) ist
natlrlich eine Scherzfrage, denn: die Ortskurve ist ja die Kurve auf der alle
Wendepunkte der Funktion liegen.
Diese Kurve hat ja logischerweise mit fi(x) alle Wendepunkte gemeinsam!
Also mlssen die Wendepunkte auch die Schnittpunkte sein.

= Die gesuchten Schnittpunkte sind: W( -0,33t | 2,08t2).
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Aufgabe 4
Ein hochbezahlter Mathematiker soll eine futuristische Funktion konzipieren.
Sein wirklich alle Gberzeugendes Resultat ist dieses:

fu(x) = 0,2:(x+3)%(x-t).

a) Zeichnen Sie fo(x), fe(x), f3(x), fo(x) und f3(x).

b) Fir fir welche Werte von t besitzt f(x) nur eine Nullstelle?

c) Fir welche Werte von t, liegt der Hochpunkt von fi(x) auf der x-Achse ?

d) FGr welchen Wert von t, liegt der Wendepunkt auf der y-Achse ?

e) Fur welchen Wert von t>0, schlieBt fi(x) mit der x-Achse eine Flache mit dem
Inhalt von % [FE] ein ?

f) Eine quadratische Parabel hat die gleichen Nullstellen wie fs(x) und schlieBt mit
der x-Achse auch noch den gleichen Flacheninhalt ein. Bestimmen Sie die
Gleichung dieser Parabel.

g) Eine Gerade g geht durch den Tiefpunkt von fo(x) und hat mit fo(x) einen
einzigen weiteren Punkte gemeinsam. Bestimmen Sie die Gleichung von g!

Lésung

a) Skizze: Ich glaube, finf Funktionen mit
dem Taschenrechner zu zeichnen, wird
Sie nicht unbedingt lberfordern.
Aufgaben, in denen Sie zeichnen
missen, sind meist auch nur ein Wink
mit dem Zaunpfahl, damit Ihnen etwas
flr die nachsten Teilaufgaben auffallt.

b) Nullstellen:
Wir berechnen einfach 'mal die Null-
stellen und lassen uns Uberraschen.
fi(x) =0
Des CAS liefert Ihnen die Lésungen:
X1='3, Xz=t.

Man erhalt offensichtlich immer zwei x-Werte. Die einzige Mdéglichkeit, dass es
nicht zwei verschiedene Nullstellen sind, ist, wenn t=-3. Dann fallen beide
Nullstellen zusammen. [Ubrigens haben Sie ja genau diese Funktion bereits gezeichnet!]

c) Extrempunkte (Hochpunkt auf der x-Achse):
Rechnerisch ist diese Teilaufgabe nicht gut zu l6sen.
Wir betrachten die Zeichnungen noch einmal. Es sollte Ihnen auffallen, dass fir
alle t<-3 im Punkt (-3]|0) ein Tiefpunkt ist und fir alle t>-3 bei (-3|0) der
Hochpunkt (welcher natlrlich auf der x-Achse liegt [y=0]).
Also: Fur t<-3 liegt der Hochpunkt links von x=-3 und oberhalb der x-Achse.

Fir t>-3 liegt der Hochpunkt immer bei (-3]0).

Die Antwort lautet also: Fir t>-3 liegt der Hochpunkt immer auf der x-Achse.
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d) Wendepunkt:
Hier kann man nichts mehr aus der Zeichnung erkennen, wir missen rechnen.
Wenn der Wendepunkt auf der y-Achse liegen soll, muss sein x-Wert = 0 sein.
Wir brauchen also die Koordinaten vom Wendepunkt, also f''(x) = 0 setzen.
Daflr lassen wir den CAS die Ableitungen bestimmen.
f(x) = 0,2:(x+3)*(x-t)
fi'(x) = [cAS] = 0,6x2+2,4x+1,8-0,4tx-2,4t [evtl auch] 0,2:(x+3)-(3x-2t+3)
fi"'(x) = 1,2x+2,4-0,4t

f'(x) =0 = 1,2x+2,4t-0,4t=0 = x, =424
Der Wendepunkt liegt auf der y-Achse fir: Xw = 0.
04t-24 _
12 |-1,2
0,4t-2,4=0 |+2,4 |:0,4
t=6
e) Flache mit x-Achse:
Es geht um die Flache mit der x-Achse als obere fi(x) haben wir schon ein
Funktion, fs(x) als untere Funktion und den paar Zeilen weiter oben

ausgerechnet!
Nullstellen x;=-3 und x;=t als Grenzen. 9

= A = J“_t3 (y=0)—(f(x))dx = [CAS] = $t4+ét3+%tz+

. - . 125
Das ist unsere Flache. Diese soll den Wert <5 annehmen.

94,27
= +7
5t 20"

= 6—10t4+ét3+%t2+%t+% = % = [CAS] = t=6
f) Funktionsgleichung bestimmen:
Jede quadratische Parabel hat die Form: p(x) = ax2+bx+c.
Wenn sie die gleichen Nullstellen wie fs(x) hat, gilt:
@ p(-3) =0 © 9a-3b+c=0
@ p6) =0 & 36a+6b+c=0
Mit dem gleichen Flacheninhalt gilt desweiteren:

©) _[f3aX2+bX+C dx = % = integrieren ... ausrechnen ...
Mit diesen drei Gleichungen kann man den CAS a,b und c bestimmen lassen.
Es gibt zwei L6sungen: a1:+:272, bﬁ-ii—i, 1=—122—45
Es gibt daher auch zwei Lésungen fir die gesuchten Parabeln:

Pi(X) = +322X2—22x =22 baw.  Py(X) = S X2HIX A

g) Schnittpunkte: [Gerade hat mit f(x) den Tiefpunkt und einen weiteren Punkt gemeinsam]
[Laut Zeichnung muss dieser weitere Punkt ein Berlihrpunkt sein. Das ist aber hier nicht wichtig.]

Eine Gerade hat natlrlich die Form: y=m-x+b.
Da sie durch den Tiefpunkt T(-3]|0) geht, kann man eine Punktprobe machen.
x=-3 und y=0in y=mx+b = 0=m-:(-3)+b = b=3m.

© Havonix 2017 h[x]= matheseite

www.mathe-seite.de Die gute Seite an Mathe


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

A.24 Funktionsscharen 23

b=3m setzen wieder in y=mx+b ein und erhalten: g :y=mx+3m.
[Das ist besser als vorher, denn jetzt haben wir nur noch eine Unbekannte!]

Die Gerade g soll mit f.o(x) zwei gemeinsame Punkte haben, also muss folgende
Gleichung genau zwei Losungen haben:
fo(x) = g(x)
0,2-(x+3)*(x+9) = mx+3m
Sie lassen den CAS diese Gleichung nach ,x" auflésen und die Lésungen:
X1=-3 X2= —6+V9+5m X3=—-6—/9+45m.

Dummer Weise sind das drei Lésungen und nicht zwei.

Es gibt nur eine Mdglichkeit, aus diesen drei Lésungen nur zwei zu machen:
Zwei der Losungen mussen zusammenfallen.
X1=Xz: -3=-6+/9+5m = [CAS] = m=0
Diese L6sung ist uninteressant, denn wenn Sie die Gerade g fir m=0 einzeichnen,

werden Sie feststellen, das es die x-Achse ist und die hat auBer dem Tiefpunkt
keinen weiteren Bertihrpunkt mit f.o(x) sondern nur einen Schnittpunkt gemeinsam.

X1=X3: -3=-6-Y9+5m = [CAS] = keine Losung
X2=X3i —6+/9+5m=—-6—y9+5m = [CAS] = m=-1,8

Unsere gesuchte Gerade lautet also: g:y=-1,8x-54.
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