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2 trigonometrische Funktionen

A.42 Trigonometrische Funktionen
Ein bisschen Blablah vorab:

Bei trigonometrischen Funktionen muss der Taschenrechner immer auf Bogenmaf
eingestellt sein! [Im Taschenrechner heiBt ,BogenmaB" auch ,RAD" oder ,Radianten"]

Trigonometrische Funktionen sind Funktionen in denen ,Sinus", ,Kosinus" oder
»Tangens" drin vorkommen.

In der Trigonometrie gibt es [wie Sie sicherlich zu Threm Leidwesen bereits mitgekriegt haben]
Siebenundzwanzigphantastilliarden komischer Formeln. Alle wichtigen stehen in
der Formelsammlung. Die meisten werden Sie allerdings nicht brauchen.

Zwei Formeln sind ganz wichtig. Diese sollten Sie auswendig kénnen.
Sie sollten diese beiden in Aufgaben erkennen und anwenden kénnen.

sin(x)

cos(x) ==

sin2(x)+cos2(x) = 1

[dabei ist ,, sin2(x) ™ natlrlich die Kurzschreibweise von ,(sin(x))*" und cos2(x) die von (cos(x))?]

Vorab noch: Wir werden haufig den Begriff ,Argument“ verwenden. Das
Argument bei sin, cos, tan [gibt's auch bei log und In ] ist der Term auf den sich sin,
cos, ... beziehen. Unmathematisch: Das Argument ist das Ding in der Klammer.

z.Aufgabe das Argument von sin(3x+5) ist 3x+5
das Argument von cos(x2-7) ist x2-7

Die typische Sinus-Funktion hat die Form: f(x)=a-sin(b[x-c])
Die typische Kosinus-Funktion hat die Form: f(x)=a-cos(b[x-c])

Auf diese beiden Grundtypen werden wir immer wieder genauer eingehen,
insbesondere im Kapitel A.42.08 auf Seite 16.

/\ T /Sinus— und Kosinus—Funktionen\
| T 4 \

foo- sind in der Technik sehr wichtig.
1 Man verwendet sie z.B. bei der
f(x) ='sin(x) Berechnung von allem, was sich |
dreht (Rader, ..), alles was mit

A
' \ -1 /\\ g /2‘ A Wechselstrom zu tun hat, Wetter-

vorhersage, und vielem mehr.

Eigentlich bei allem, was sich in
f(x) = cos(x) irgendeiner Weise wiederholt.
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trigonometrische Funktionen 3

A.42.01 Die Periode ({fff) (natiirlich im Sinne trigonometrischer Funktionen)

Bei trigonometrischen Funktionen gibt es etwas, was bei keiner anderen Funktion
vorkommt: Die meisten trigonometrischen Funktionen sind periodisch, d.h. in
regelmaBigen Abstéanden wiederholen sie ihr Aussehen.

Das x-Intervall, in welchem sich eine Funktion wiederholt, nennt sich Periode oder
Periodenlange.

JAV/\\/\@A\/A"A‘X VAVAY AL A

Periode  Periode Periode Periode

Periode Periode h Periode

ATAVATANITI

\/\/\{\/\/\/‘

B e

ke|ne Periode, die Abstande bleiben nicht gleich

Wie erkennt man bei einer trigonometrischen Funktion die Periode?

Falls man die Skizze der Funktion bereits hat [z.B. mit einem GTR oder CAS oder sonst
was], ist das normalerweise nicht sehr schwer. Man bestimmt den Abstand
zwischen zwei Hochpunkten oder zwischen zwei Tiefpunkten und ist glicklich,
denn das ist dann die Periodenldnge. [Ist aber, mathematisch gesehen, nicht sehr ehrenvoll.]

Wenn die Funktion die Form hat: 2
f(x)=a-sin(bx+c)+d oder f(x)=a-cos(bx+c)+d Die Periode: p = b

teilt man immer ,,2n" durch ,b".
[,b" ist die Zahl vor dem ,x"]

Aufgabe 1
Funktion Zahl vor'm ,x" Periodenlange
f(x)=3-cos(5x-3) b=5 p= 25_rr
2n

f(x) = 2+sin(lx—1) b=t p=2% = 4x

2 2 L

2X 2 = 2—” =2 i =3
f(x) = 833— 2,4-cos| b=1% p=79 -2 =37
3
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4 trigonometrische Funktionen

Aufgabe 2
f(x) = 4x+2sin(2x+1) g(x) = cos(x2-7) h(x) = 2(sin(x))?
i(x) = sin(x)-cos(x) i(x) = m k(x) = sin(2x)+sin(3x)

Von all diesen Funktionen lasst sich die Periode nicht so einfach bestimmen, da alle
diese Funktionen nicht die Form: ,a-sin(bx+c)+d" oder ,a-cos(bx+c)+d" haben.

[Beachten Sie bitte auch das Kapitel A.42.08 auf Seite 16]

A.42.02 einfache Gleichungen losen ({ff)

,Einfache™ Gleichungen bedeutet in diesem Zusammenhang leider nicht, dass Sie die Gleichung
anschauen und gleich sagen: ,Ah ja, klar. Unterstes Niveau!™.

,Einfache™ Gleichung bedeutet hier, dass man die Gleichung ohne Taschenrechner Iésen kann und als
Hilfe nur die Skizze der Standard-Sinus bzw. Standard-Kosinus-Funktion braucht.

Meist kann man eine trigonometrische Gleichung so I6sen:

— Man formt die Gleichung derart um, dass nur noch

sin(...)=... oder cos(...)=... da steht.

- Falls auf der rechten Seite ,1%, ,-1" oder ,,0" steht, braucht man die Skizze der
Standard-Sinus- oder -Kosinus-Funktion. Anderenfalls springen Sie bitte zum
Kapitel A.42.03.

- Das Innere der Klammer muss haufig substituiert werden.

Aufgabe 3
Lése die Gleichung: 5.sin(2x-4) -4 =1

Aufgabe 4
Bestimmen Sie die Lésung der Gleichung: 2:cos(4x+1) = -5

Aufgabe 5
Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichung: sin(x):cos(x) = 0

Aufgabe 6
Welche xeR erfiillen die Gleichung: 2cos2(0,5x)-3cos(0,5x) =0 ?

Aufgabe 7
Lésen Sie die Gleichung: 5:sin(2x-4)+4 = 4

Aufgabe 8
Bestimme die Nullstellen von f(x)=sin2(2x)-3sin(2x)+2 im Intervall I=[0;2mx].
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trigonometrische Funktionen 5

Lésung von Aufgabe 3:
[Im ersten Schritt interessieren wir uns nicht daflir, was im Inneren der Sinus-Klammer steht.
Wir I6sen nach sin(...) auf.]

5-sin(2x-4) -4 =1 [+4 [:5
sin(2x-4) =1

Ab dieser Stelle missen wir wissen, bei welchem x-Wert die Funktion den y-Wert
»1% annimmt. Daflr substituieren wir u=2x-4 und bemUihen die Skizze von Sinus.

sin(u) = 1 IT/\ I

. . D . R ) ‘ |
Laut Skizze nimmt die Sinus-Funktion bei X=-m einen y-Wert U
_1
vony=1an. = U—En sin(x)

Resubstitution: U=%n = 2X—4:%n = 2X:%n+4 = X:iﬂ;+2

Da eine Sinus-Funktion periodisch ist, wird es logischer Weise ein oder zwei Periodenlangen weiter
wieder einen x-Wert geben, der die Gleichung erfillt. Darum kimmern wir uns aber erst im
Uberndchsten Rechenbeispiel.

Lésung von Aufgabe 4:

2:cos(4x+1) = -5 [:2 L
cos(4x+1) = -2,5 /
Eine Kosinus-Funktion kann nur Werte zwischen -1 und 1 \n/ P2

annehmen. Der Wert ,-2,5% kann nie angenommen

werden. Es gibt keine Lésung! cos(x)

Lésung von Aufgabe 5:

sin(x)-cosQ\= 0 1
/ ’}V\n 2

sin(x)=0 cos(x)=0 : =
Wichtige Voriiberlegung: J( \-/
Wéren nicht alle Lésungen der Gleichung gefragt, sondern nur ein paar sin(x)

[z.B. alle zwischen 0 und 2m], wirde man ab jetzt einfach die Skizze IT

von sin(x) anschauen, dann die von cos(x) und wiirde sofort folgern: N
sin(x)=0 = X,=0, X,=T, Xs=2T. cos(X)=0 = X4=/T, Xs=3/>'T J{ \n/ 2n
Da aber alle Losungen der Gleichung gefragt sind, hdngen wir hinter

jede Lésung noch ein ,+k:2x" dran. Das kommt daher, weil sowohl cos(x)

sin(x) als auch cos(x) eine Periode von ,2x" haben und jede L&sung,
die zwischen ,0" und ,2x" gilt, automatisch auch ein, zwei oder beliebig
viele Perioden weiter gelten muss. ,k" ist hierbei eine beliebige ganze
Zahl, es gilt also immer keZ!
sin(x)=0 = x1=0+k-2xn X2=n+k*2n

[die Lésung x3=2x+k-2x erlibrigt sich,

da ,2x" bereits in x;=0+k-2xn enthalten ist.]

cos(x)=0 = x;=ju+k2=n x4=%n+k-2n
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6 trigonometrische Funktionen

Lésung von Aufgabe 6:

cos2(0,5x) ist die abklirzende

2C052(0,5X) - 3COS(O,5X) = 0 ? COSz() umschreiben Schreibweise von ( cos(0,5x) )?
2-[cos(0,5x)]* - 3cos(0,5x) = 0 cos() ausklammern
cos(/O,Sx) [ 2-cos(0,w‘= 0

cos(0,5x) =0 2cos(0,5x)-3 =0

Substitution: u=0,5x

cos(u) = W 2cos(u) =3 |2 .
/ cos(u)=1,5 = k.L&s. T

u1=%n+k-2n, uz:%n+k-2n l \E//Zn

Resubstitution:

COS(X
u1=%n+k-23 uz=gn+k-2n )
1 3
0,5x= 5 n+K-2m 0,5x= 5 n+k-2m Werden alle Lésungen einer
X1=m+ k-4rc X2=3J'l?+k'43'|: Gleichung gesucht,wird hinter

jede Lésung ein “+k-2a" gehangt.

. .. .. Muss bei der Gleichung substituiert
Bemerkung: Beide Loésungen kdénnte man auch

werden, wird das “+k-2x" vor der
zu x=n+k-27 zusammenfassen.

Resubstitution drangehangt.

Lésung von Aufgabe 7:

5-sin(2x-4) + 4 =4 -4 [:5
sin(2x-4) = 0 Substitution: u=2x-4 1
sin(fu) =0 . .
Laut Skizze liefert sin(...) das Ergebnis ,0" bei den x-Werten: i \-/‘
u;=0, u;=m, u,=2m, .. Kurz gesagt: bei u=n-m. ' )
Sin(X

[ ,n" ist hierbei eine beliebige ganze Zahl, es gilt also neZ ]

Resubstitution: u=n-m = 2x-4=n-t = 2x=n+4 = X =2-w+2 [nez]
Lésung von Aufgabe 8:
sin2(2x)-3sin(2x)+2 = 0 1% ,
[Substitution u=sin(2x) ] | T 2n
uz2-3u+2=0 i U
[p-g-Formel oder a-b-c-Formel] sin(x)

ui=2 = sin(2x)=2 - keine Ldsung [denn sin(...) wird nie ,2"]
u;=1 = sin(2x)=1 - Substitution 2x=z = sin(z)=1
laut Skizze gilt: sin(z)=1 bei ZZ%n+k-2n

Z:%n+k-2n = ZX:%n+k~2n = x=%n+k‘n

1 Laut Skizze oder Tabelle liefert cos bei den x-Werten: x1=§n und X2=gﬂ: den Wert 0!
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A.42.03 komplexe Gleichungen losen ({ff)

~Komplexe" Gleichung bedeutet hier, dass man fiir die Gleichung einen Taschenrechner braucht und
dass man nur mit der Skizze von ,sin(x)" und ,cos(x)" nicht durch kommt. Man braucht noch ein paar
Ideen mehr fir die Lésung. (Siehe nachster Absatz, die Rahmen auf der rechten Seite).

Man kann eine trigonometrische Gleichung so I6sen:

- Man formt die Gleichung derart um, dass nur noch S|n2(_)()r|-¢_:osz(?‘()—1
sin(...)=... oder cos(...)=... da steht. [das g'ltuiugjzfei\(’]x oder
[Dafir benétigt man meist schon eine oder zwei Substitutionen.] " "
- Falls auf der rechten Seite ,1%, ,-1" oder ,0" steht,
kann man die Gleichung doch einfacher I6sen. In @Y
diesem Fall springen Sie bitte zum Kapitel A.42.02. sin(u) = Zahl
- Die erste Losung fir ,x" oder ,u" erhélt man mit folgt als erste Losung:
dem Taschenrechner. u;=arcsin(Zahl)
Es gibt dann immer noch eine zweite Ldsung, die [Thnen bekannt als sin(Zahl)
man aus Symmetrieeigenschaften von Sinus und und als zweite Lésung:
Kosinus erhalt. [Siehe Rahmen rechts]. U = T—U;
- Eventuell muss man zu den erhaltenen x-Werten
noch ein paar Periodenldangen dazuzahlen oder
abziehen [je nach Aufgabenstellung]. ELE
cos(u) = Zahl
Aufgabe 9 folgt als erste Lésung:
Bestimmen Sie die Nullstellen von fi(x)=5sin(tx)-2 u;=arccos(Zahl)
[IThnen bekannt als cos*(Zahl)
Aufgabe 10 und als zweite Lésung:
Bestimme die Schnittpunkte von U = —u;

f(x)=sin2(x) und g(x)=sin(x)+0,75

Aufgabe 11
Bestimmen Sie im Intervall [0;3n] alle Losungen von

(4cos(0,4x+2)-1)?-4=0

Bitte daran denken, den
Taschenrechner auf
“BogenmaB” bzw. “RAD"

umzustellen.

Aufgabe 12
Welche xeR erfillen die Gleichung: 2cos2(0,5x)-3cos(0,5x) =0 7?

Aufgabe 13
Bestimme die Schnittpunkte von f(x)=4-cos2(x) und g(x)=12-sin(x)

Lésung von Aufgabe 9:

5:sin(tx)-2 =0 [+2  |:5

sin(tx) = 0,4

Um das Problem mit den zwei Unbekannten ,t" und ,x" zu I6sen, wendet man einen kleinen, miesen,
hinterhaltigen Trick an, der wirklich nur von einem Mathematiker stammen kann:

Man substituiert tx=u.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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= sin(u)=0,4 @ mit u=tx
u;=arcsin(0,4)=0,412
u=nt-u;=mt-0,412=2,730

Resubstitution
u;=0,412 = t-x;=0,412 =» x,=%412

t
uU,=2,73 = tx,=2,73 = x,=%273

t

Nun haben wir zwei Nullstellen. Eine trigonometrische Funktion hat aber unendlich viele.
Wir erhalten alle Nullstellen, indem man zu x; und x. beliebig oft die Periode dazurechnet.

Erst bestimmen wir die Periode: p:zb—It = (hier gilt: b=t) = 2%

t
= x1=%+ k-z—t" und x2=m+k-ﬂ mit kez
Lésung von Aufgabe 10:

f(x) = 9(x)
sin2(x) = sin(x)+0,75 | -sin(x)-0,75
sin2(x)-sin(x)-0,75 =0 Substitution: sin(x)=z
z2-z-0,75=0
p-g-Formel oder a-b-c-Formel liefert: z;=-0,5 und z,=1,5
z1=-0,5 Resubstitution: Z>=1,5 Resubstitution:
sin(x)=-0,5 sin(x)=1,5
xi=arcsin(-0,5)=-0,523 [keine Lésung]

X=1t-X;=11—-(-0,523) = 3,665
Theoretisch missten wir jetzt noch zu beiden Losungen beliebige Vielfache der Perioden dazuzahlen,
aber darauf verzichten wir, da die Bestimmung der Periode hier nicht so einfach ist.
Da wir die Schnittpunkte gefragt sind, brauchen wir auch noch die y-Werte.
y1=f(x1)=sin2(-0,523)=0,25 = $:(-0,523]0,25)
y2=f(x2)=sin2(3,665)=0,25 = S2(3,665]0,25)

Lésung von Aufgabe 11:

(4cos(0,4x+2)-1)* -4 =0 |+4

(4cos(0,4x+2)-1)* = 4 |V

4cos(0,4x+2)-1 = £2 | +1
4cos(0,4x+2)=-1 4cos(0,4x+2)=3 |:4
cos(0,4x+2)=-0,25 cos(0,4x+2)=0,75 Substitution u=0,4x+2
cos(u)=-0,25 “ cos(u)=0,75
u;=arccos(-0,25)=1,82 u;=arccos(0,75)=0,72 die zweiten L6sungen bestimmen
us=-u;=-1,82 Us=-u>=-0,72 Resubstitution u=0,4x+2
u=1,82 = 0,4x,+2=1,82 = 0,4x,=-0,18 = X, =—{>=-0,45
U2=0,72 = 0,4x,+2=0,72 = 0,4x,=-1,28 = X,=— /2> =-3,2

2 Wegen sin(u)=... wissen wir sofort, dass wir spater mal die Regel des zweiten Rahmens brauchen.

3 ,arcsin(-0,5)" kennen Sie vermutlich als ,sin™(-0,5)". Streng genommen gibt es sin™ in der
Mathematik nicht, sondern nur arcsin.

4 Wegen cos(u)=... wissen wir sofort, dass wir spater mal die Regel des dritten Rahmens brauchen.
© Havonix 2017 hixl= matheseite
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Us=-1,82 = 0,4x3+2=-1,82 = 0,4xs=-3,82 = X,=—%°=-9,55
Us=-0,72 = 0,4x4+2=-0,72 = 0,4xs=-2,72 = X,=—2’2=-6,8

Leider liegen samtliche x-Werte nicht im geforderten Intervall [0;3n].
37=9,42. Alle x-Werte missen daher zwischen 0 und 9,42 liegen!
Also addieren wir die Periodenlange so oft, bis die x-Werte dazwischen liegen.

. . .. .o 2n 2n
Die Periodenlange berechnen wir Uber: P=F = (hier gilt: b=0,4) = 74 =51

X1=-0,45 [zu klein] = X1=-0,45+5m~15,25 [zu groB]

X>=-3,2 [zu klein] = X>=-3,2+5mw=12,51 [zu groB]

X3=-9,55 [zu klein] = X3=-9,554+5mw%6,16 [perfekt] = X3=6,16
X4=-6,8 [zu klein] = X4=-6,8+5mw%6,16 [perfekt] = x4=8,91

Lésung von Aufgabe 12:
2-[cos(0,5x)]* - 3cos(0,5x) = 0
cos(0,5x) - [ 2:cos(0,5x)-31=0

cos(0,5x)=0 2cos(0,5x)-3=0 Substitution 0,5x=u
cos(u)=0 2cos(u)=3

u;=arccos(0)=1,57 cos(u)=1,5

u,=-u;=-1,57 keine Lésung Resubstitution u=0,5x

u=1,57 = 0,5=1,57 = X,=¢7 ~3,14

U=-1,57 = 0,5x,=-1,57 = X,=—"~-3,14

Zu jedem erhaltenen x-Wert muss noch ein Vielfaches der Periode dazu gezahlt

werden. Dann haben wir alle Ldsungen.
21 _ 2=m

Die Periodenldnge berechnet man Uber: P=" "= - =4xn

Die Lésungen der Gleichung sind:
x:=3,14+k-4x und x>=-3,14+k-4x mit keZ

Bemerkung:
x1=3,14+k-4x kdnnte man zu x;=n+k-4nx umschreiben und x,=-3,14+k-4n kdnnte man zu X;=-n+k-4x
umschreiben. Beide L6sungen kann man auch zu x=xn+k-27x zusammenfassen.

Lésung von Aufgabe 13:
f(x) = g(x)
4.cos?(x) = 12-sin(x)

[man kann nicht ausklammern, nicht substituieren, eigentlich geht gar nichts

)
auBer dem Trick: sin2(x)+cos2(x)=1 = cos2(x)=1-sin2(x).] /L;

Aus der Formel sin2(x)+cos2(x)=1 folgt cos?(x)=1-sin2(x). Eine besonders
Wir ersetzen in unserer Gleichung cos2(x) durch 1-sin2(x).

Die Gleichung wird zwar auf den ersten Blick etwas komplizierter,

daftir hat man aber nur noch sin-Terme und kann substituieren.

hassliche Aufgabe.
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10 trigonometrische Funktionen

4.(1-sin2(x)) = 12-sin(x)

4-4-sin2(x) = 12-sin(x) | -12:sin(x) und umsortieren
-4:sin2(x)-12:sin(x)+4 =0 |:(-4) (vereinfachen)
sin2(x)+3:sin(x)-1 =0 Substitution sin(x)=u

u2+3u-1 =0

\ p-g-Formel oder a-b-c-Formel

u;=0,303 u.=-3,303 Resubstitution  u=sin(x)
sin(x1)=0,303 sin(xz2)=-3,303
xi=arcsin(0,303) keine Lésung

~0,308

[ Die zweite Losung berechnen, wie am Anfang des Kapitels beschrieben! ]
X2=m-X1=1m-0,308%2,834

Nun haben wir zwei Lésungen: x1=0,308 X,=2,834

Theoretisch missen wir jedoch noch zu jeder Lésung

beliebig viele Perioden dazuzdhlen oder abziehen.

Dazu muissen wir aber die Periodenlange kennen.

In f(x)=cos2(x) und g(x)=12-:sin(x) tauchen die

Terme ,sin(x)" und ,cos(x)" auf. Beide haben die

Periode von p=2n. Es ist naheliegend, dass die

ganze Gleichung eine Periode von 2x hat.

Damit gilt fir alle Lésungen der Gleichung: x:=0,308+k-2xn

x2=2,834+k-2n (keZ)
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A.42.04 Ableitungen (Basiswissen) ({)

Sinus abgeleitet gibt Kosinus.
Kosinus abgeleitet ergibt den negativen Sinus.

[Selbstverstandlich muss man innere Ableitungen beachten, falls welche existieren].

f(x) = sin(x) g(x) = cos(x)

f'(x) = cos(x) g'(x)=-sin(x)

f''(x)=-sin(x) g"(x)=-cos(x)

Bei Stammfunktionen denkt man einfach rickwarts. c

f(x) = sin(x) g(x)=cos(x) _.2

F(x)=-cos(x) G(x)=sin(x). %
©

Darauf gehen wir aber erst in Kapitel A.42.06 ein.

Aufgabe 14

f(x) = 2sin(x)
g(x) = cos(x2-1)
h(x) = 2x+sin(2x)
j(xX) = x-sin(x+2)

f'(x) = 2cos(x)

h'(x) = 2 + cos(2x)-2

L I

Aufgabe 15 (nette Beispiele mit Kettenregel)

f(x) = 2sin(2x) = f'(x) = 2-2cos(2x) =
= 4cos(2x)

g(x) = gcos(nx) = g'(x)= —%-(sin(nx)Jw =
= —%"sin(nx)

h(x) = 3x-cos(4x+2) = h'(x) = 3+sin(4x+2):4 =
= 3+4sin(4x+2)

i(x) = -3sin(-x+1)+2 = i'(x) = -3cos(-x+1)-(-1) =

3cos(-x+1)
1t-2x-0,2:55m:sin(5nx) =
2ntx—m-sin(5mx)

j(x) = m-x24+0,2-cos(5mx) = j'(x)

k(x) = Scos(6x)+Zsin(4x) = K'(x)

-4sin(6x)+14cos(4x)

%[:—G-Sin(6x)]+§-4~cos(4x)

11
sin
Q)
cos c
. =
-sin o)
-cos ®
- =
sin

g'(x) = -sin(x2-1)-2x (2x ist die innere Ableitung von x2-1)

j'(X) = [Produktregel] = 1:sin(x+2) + X:cos(x+2)

h(x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe
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A.42.05 Ableitungen (Herausforderung) ({ff)

Bei hasslichen Ableitungen kommt meist noch
Ketten-, Produkt- und Quotientenregel dazu.

Aufgabe 16
f(x) = (1-2x)-sin(3x?) u=1-2x = u'=-2
= f'(x) = -2-sin(3x2) + (1-2x)-6x:cos(3x2) = v=sin(3x2) = v'=6x-cos(3x2)
= -2-sin(3x2) + (6x-12x2)-cos(3x2)
Aufgabe 17

Bestimmen Sie die Tangentensteigung von f(x)=tan(2x) im Ursprung.

L6sung:
Eine Tangentensteigung ist der Wert der ersten Ableitung.
Der x-Wert, der eingesetzt werden muss, ist x=0, denn es geht um den Ursprung.

Den Tangens kann man so nicht ableiten, man muss f(x) erst umschreiben.
[Tangens ist Sinus durch Kosinus]

f(x) = tan(2x) = %22;‘()) ussin(2x) = Uu'=2cos(2x)
f _ u'v-uVv' _ 2c0s(2x)-cos(2x)-sin(2x)-(=2sin(2x)) v=cos(2x) = v'=-2sin(2x)
= f(x) = v2 - (cos(2x))? -
_2c0s2(2x)+2sin%(2x)  2-[cos?(2x)+sin2(2x)| ) _ 2
cos2(2x) - cos2(2x) - ~ cos?(2x)

Nun kénnen wir die Tangentensteigung bei x=0 berechnen.

Aufgabe 18
Bestimmen Sie die tolle erste Ableitung von f(x) = vVsin(2x+4)+1 .
L6sung:
f(x) = Vsin(2x+4)+1 = [umschreiben] = [Sin(2X+4)+1V]0'5 o
2cos(2x+4) ist die innere
f'(x) = 0,5:[sin( 2X+4)+1170’5'2\C05( 2x+4) = < Ableitung von (sin(2x+4)+1)
cos(2x+4) cos(2x+4)
= (sin(2x+4)+1/>® - Vsin(2x+4)+1

5 Denken Sie bitte daran: sin2()+cos2()=1

© Havonix 2017 h(x]= matheseite
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Aufgabe 19

Bestimmen Sie die ersten zwei Ableitungen von f(x)=0,25sin(2x2-2).
Lésung:

f'(x) = 0,25-cos(2x2-2):4x = x-cos(2x2-2) u=x v = cos(2x2-2)

f1(X) =uvtuv= 1-008(2x2-2)+1x-(-sin(2x2-2))-4x = U= VEraxsin(x2-2)

= c0s(2x2-2)-4x2:sin(2x2-2)

Aufgabe 20

Bestimmen Sie die Ableitung von f(x) = x2:sin(x2)

Losung:

f(x) = x2-sin(x2) u=x2 v = sin(x2)
f'(x) =u"v+u-v'= 2x-sin(x2)+x2-2x-cos(x2) = u'=2x Vv'=2x-cos(x?)

= 2x-sin(x2)+2x3:cos(x?2)

Aufgabe 21
Bestimmen Sie alle Punkte mit waagerechter Tangente von f(x) = (cos(n-x)+2x )’
Lésung:
In einem Punkt mit waagerechter Tangente muss die Steigung Null sein = f'(x)=0.
f'(x) =[mit Kettenregel]= 5-(cos(n-x)+2n*-(=sin(x-x)-x) = —5x-sin(x-x)-|cos(m-x)+2x |*
[Die innere Ableitung von ,(cos(m:x)+2m)" ist ,-w-sin(w-x)"]
f(x)=0 = —5x-sin(m-x)- cos(n-x)+2x|* =0 Satz vom Nullprodukt anwenden
-5n=0 sin(mt-x)=0 (cos(m-x)+2n)*=0
keine Lés. aus Skizze: cos(m-x)+2n=0

m-x=k- 1 cos(m-x)=-2n

V\ / x=k keine Loésung (°)

Losung: L={k} mit kez. d.h. L={...;-2;-1;0;1;2;...}

sm(x)

6 cos() kann nur Werte zwischen -1 und 1 annehmen. -2n=-6,28 kann nie angenommen werden.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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A.42.06 Integrieren (Basiswissen) ()

sin
Eine normale Sinus- oder Kosinusfunktion c cos g
wird mit der Kettenregel integriert. ,13 . =h
Aus ,sin“ wird ,-cos", aus ,cos" wird ,sin", usw... 9 =sin %
Natirlich teilt man noch durch die innere Ableitung. 2 -COs o
sin

Hier ein paar kleine Rechenbeispiele:

Aufgabe 22
f(x) = 2sin(2x) = F(x) = 2:(-cos(2x))-3 =-cos(2x)
g(x) = ECOS(nX) = G(x) = Z%Sin(nx)

3

h(x) = 3x-cos(4x+2) = H(x) = Xz—%sin(4x+2)

Aufgabe 23

f(x):§x2+cos(éx) = F(x):%x3+sin(é )1

. =.x3+5- sm( )

5
g(x)=6-sin(0,5x)-4 = G(x)=6'(—C05(015X))*—4X—-12-cos(0,5x)—4x
he(x)=t2-sin(2tx)-6tx = Ht(x):;—z-(—cos(th)) 2——%t~cos(2tx)—3tx2

A.42.07 Integrieren (Herausforderung) (§f)

Wir werden in diesem Kapitel die Produktintegration [= partielle Integration] brauchen
und die Integration durch Substitution. Falls Sie hierin nicht sicher sind, lesen Sie
hierzu bitte die Kapitel A.14.05 und A.14.06.

Aufgabe 24
Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x)=x-sin(2x-3)

Lésung:
Da es sich bei f(x) um ein Produkt handelt, braucht man die Produktintegration
[=partielle Integration].  Zur Erinnerung: [ u-v'dx = u-v-J u'-v dx

f(x)=x-sin(2x-3)
F(x):[x-(—%cos(Zx—3 )

u=x v'=sin(2x-3)

_f 1.(_%cos(2x—3))dx = u'=1 v:—%cos(Zx—3)

= [—%x -cos(2x-3) ]+f L cos(2x—3)dx
= [—%x-cos(Zx—B) +

11 . 1 1 o
E'E's'”(zx_3)} - [—Ex-cos(2X—3)+Z~Sln(2X—3)

© Havonix 2017 hixl= matheseite
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Aufgabe 25
Bestimmen Sie das Integral, das f(x)=2x-cos(x2-12) mit der x-Achse im Intervall
[-3;3] einschlieBt.

Lésungsweg 1 [Standardweg]
Zu berechnen ist: f_33 2x-cos(x2-12)dx

Die Ableitung des inneren Terms ,x2-12" ist ,2x". Diese innere Ableitung steht
drauBen, vor dem cos(...). Daher ist die Integration durch Substitution geeignet.

f3 2x~cos(x2—12)dx = u=x2-12 = u'=2x
_ x=3 d —du
= 77 2x-cos(u)® = [77 2x-cos(u )5 = “u
= fzz%cos(u)du [sm 022, = [sin(x2-12)]°, = o stehe Kap.A.14.06

= sin(32-12)-sin((-3)?-12) = sin(-3)-sin(-3) = 0

Lésungsweg 2 [genialer Weg]
Die Funktion f(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

[Beweis: f(-x)=2-(-x)-cos((-x)?-12) = -2x-cos(x2-12)=-f(x)]
Daher sind die Flachen von x=-3 bis x=0 und die von x=0 bis x=3 vom Betrag her
gleich, die eine liegt aber unterhalb, die andere oberhalb der x-Achse.
Die beiden Flacheninhalte heben sich im Integral auf, das gesamte Integral ergibt
Null.

Aufgabe 26

f(x) = \/E-x+tt%1~cos 25—”x)

Bestimmen Sie den Wert fir t so, dass fi(x) im Intervall [0;5] mit der x-Achse
eine Flache mit dem Inhalt von A=10 einschlief3t.

Lésung:
Gesucht ist: fZﬁ-xﬁt%l-cos 21x |dx

Bemerkung zur Stammfunktion: Denken Sie bitte dran, dass alle Terme mit ,t" konstante Faktoren
sind. Die Stammfunktion ist also bei weitem nicht so kompliziert, wie sie auf den ersten Blick aussieht.
f(x) hat die Form: Zahl-x+Zahl-cos(Zahl-x).

Lyt [ ipf2ny ) 1\ I 5

f Jt-x+ 1. cos| Zxx|dx = L-oX2+—sin 5X) g” = [ixz 1 gjin|2x i] =
5 2 27 Jo
0

_ﬁ.z“l-f [ zt+1 0l.2
_25 sin 5 -0 smsozn
- [ _ﬂ _Lt._ﬂ.' S 0y - _
= [2 25 sin(2x)-= - [2 0-—-3 sin(0) Zn] = [sin(0)=0 und sin(27)=0 !]

2t t+10 2]-lo-0] = 2.t

Die Flache soll den Wert A=10 annehmen

=>7 t=10 :J———lo = \/EZ% =>\/E=% :t:(i)2=t=L6

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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16 trigonometrische Funktionen

A.42.08 Grundfunktion a-sin(b[x-c])+d ({ff)

+Normale" sin- und cos-Funktionen haben die Form:
f(x) = a-sin(b:[x-c])+d bzw. f(x) = a-cos(b-[x-c])+d

Hierbei ist:

a = die Amplitude, also die senkrecht gemessene Strecke von der Mitte der
Funktion ganz hoch bzw. ganz runter. Von ganz oben vom Hochpunkt bis
ganz runter zum Tiefpunkt sind “s also 2-a

b = eine Zahl mit deren Hilfe die Periode p berechnen kann. Es gilt: p = Zb—n
c: beisin: cist der x-Wert jenes Wendepunkts, der positive Steigung hat.
(die Wendepunkte liegen immer genau zwischen Hoch- und Tiefpunkten)

bei cos: c ist der x-Wert des Hochpunkts

d = Die [waagerechte] Mittellinie der Funktion bzw. Verschiebung in y-Richtung.

bei cos
X=C
bei sin ‘ bei sin
X=C  / X=C
(0]
©
2
vy ‘ <
oV o
C c C
3= 3
¥ |
ol Periode = —2%
> T .= « b 5
a = Amplitude Cc: beisin-Funktionen ist c der
b gibt die Periode an, Uber p=%*/s x-Wert des Wendepunkts
d = Mittellinie bei cos-Funktionen ist c der

x-Wert des Hochpunkts.

© Havonix 2017 hixl= matheseite
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Es ist sehr empfehlenswert zu wissen, wie die normale
Sinus- und die normale Kosinus-Funktion aussehen.

Beide habe eine Periode von 2, E
die Sinus-Funktion beginnt im Ursprung, wahrend d|e

Kosinus-Funktion den Hochpunkt auf der y-Achse hat.

Man kann aus den Skizzen sofort

die wichtigsten Werte ablesen:

Msin(x) \/

AN

sin(0) = 0 cos(0) =1 f(x) = cos(x)
sin(ﬂ) =1 cos(ﬂ) =0
2 2
sin(nt) =0 cos(m) =-1
sin 32“) =1 cos[3%| =0
Tabelle mit den wichtigen und unwichtigen Werten:
. T T T T 2n 31 51t 7T 51t 4 3m 5t 7T 1imw
W'”ke'ogzgg?T?ﬂ???T?TTzn
0° 30° 45° 60° 90° 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270 300 315 330° | 360°
; 1 2 3 321 B I I B T I N T IO T B §
sinx 0 5 5 7 1 7 3 2 0 2 2 2 b 5 5 0
3| 2|1 A P ) A3 2L 123
cos(x) 1 3 57 2 0 % 5o 15 5 20 5 7 51
A.42.09 von Funktionsgleichung zum Schaubild ({)
Aufgabe 27

Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f(x) = 2:sin(0,75x+1,5)+1

Lésung:

Schritt 1: Ausklammern der Zahl vor dem ,,x".

f(x) = 2-sin(0,75x+1,5)+1
= f(x) = 2-sin(0,75[x+2])+1

Schritt 2: Einzeichnen der Mittellinie. (d=1)

Schritt 3: Einzeichnen,

(von d=1 um 2 hoch und runter gehen..)

h(x]= matheseite

Die gute Seite an Mathe

wie

weit
Amplitude (a=2) hoch und runter reicht.

die

chritt 3: | Mit ‘eIIinie+Amp itude

Schritt 2:_Mittellinie

chritt 3:_Mittellinie—Amplitude
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18 trigonometrische Funktionen

Schritt 4: Wo beginnt die Funktion ? l
[Verschiebung in x-Richtung] Schritt 4:
Bei sin-Funktionen ist dieser ,Startpunkt" [
immer der Wendepunkt mit positiver Steigung 2
[also der Wendepunkt, der aufsteigt]. Dieser O =T T
Wendepunkt liegt immer auf der Mittellinie.
Der x-Wert ist in diesem Fall bei ,-2%, denn
wegen ,[x+2]" haben wir eine Verschiebung
um 2 nach links. = Startpunkt: W(-2|1) y
Bei cos-Funktionen liegt er auf der oberen | schritt 5: ,Endpunkt®

bzw. unteren ,Amplitudengerade® [je nachdem
ob's f(x)=+a-cos(...) bzw. f(x)=-a-cos(..) heilt.] T2

,Startpunkt®

Schritt 5: Bestimmung der Periode. Da wir || ||
wissen, dass eine sin-Funktion immer so " \U 12
aussieht, wissen wir, wo eine Periodenléange

aufhort. (Hier: Per = 2. ~ 8)

Schritt 6: Wichtige Punkte bestimmen. In der . L
Mitte zwischen Start- und Endpunkt muss ein  Schritt 61 weitere wichtige Punkte
Punkt sein, der wieder auf der Mittellinie

liegt. Zwischen diesem , Mittelpunkt" und dem 2

linken Startpunkt befindet sich der Hochpunkt. T E Y TITY T
Zwischen ,Mittelpunkt® und dem rechten 1 2

Endpunkt befindet sich ein Tiefpunkt. ®

Schritt 7: Punkte verbinden.

S%hritt 7: Ku%ve einzeichnen

© Havonix 2017 hixl= matheseite
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Aufgabe 28
Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f(x) = 3cos(nx-4m)+3

Losung:
Schritt 1: Ausklammern der Zahl vor dem ,,x".
f(x) = 3cos(nx-4n)+3 = f(x) = 3cos(n[x-4])+3

Schritt 2: Einzeichnen der Mittellinie. [d=3]

Schritt 3: Einzeichnen, wie weit die Amplitude (a=3) hoch und runter reicht.
[Maximum: 3+3=6 und Minimum: 3-3=0]

Schritt 4: Wo beginnt die Funktion [Verschiebung in x-Richtung]. Der Startpunkt ist bei
cos-Funktionen der Hochpunkt. Dieser hat hier den x-Wert x=+4 (wegen [x-4]
gibt es eine Verschiebung um 4 nach rechts). Der y-Wert liegt natlrlich auf der oberen
Amplitudenlinie = Startpunkt bei H(4]6)

Schritt 5: Bestimmung der Periode. Per=2—;=2. Der Endpunkt ist also wieder ein

Hochpunkt, der eine Periodenlange weiter rechts liegt = Hena(4+2|6)=Hend(6]6)

Schritt 6: Wichtige Punkte bestimmen. #
In der Mitte zwischen Start- und
Endpunkt muss der Tiefpunkt liegen.
Sowohl zwischen Start- und Tiefpunkt
als auch zwischen End- und Tiefpunkt -
missen wieder Punkte auf der
Mittellinie liegen.

/[
\

Schritt 7: Punkte verbinden.

h(x]= matheseite © Havonix 2017
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A.42.10 vom Schaubild zur Funktionsgleichung ({ff)

Aufgabe 28

Welche sin-Funktion hat | |

folgendes Schaubild ? - /\ ] \
L6sung: ‘ / \ \ / \

Ay |

Zuerst schauen wir uns die L '

Mittellinie der Kurve an. \ / \ ‘ ‘ \ /

Diese liegt bei y=1. Die Funktion i ‘ e
ist also um 1 nach oben ver- \J/ \V

schoben, es gilt also d=1.

Der Abstand [in y-Richtung] von der Mittellinie bis zum Hochpunkt [oder nach unten bis
zum Tiefpunkt] betragt 2. Damit ist der Streckfaktor in y-Richtung 2, es gilt also a=2.

Wir wissen also bisher, dass unsere Funktion die Form f(x) = 2-sin(bx-c)+1 hat.
Um die Verschiebung in x-Richtung besser einbringen zu kénnen, schreiben wir
f(x) in einer leicht anderen Form: f(x) = 2:sin(b-[x-c])+1.

Wadre die Funktion nicht verschoben, wirde sie
aussehen, wie die gestrichelte hier der Zeichnung
rechts. Der Wendepunkt lédge im Ursprung. Nun ist
sie aber verschoben. [durchgezogene Linie]

Der Wendepunkt ist vom Ursprung zu der Position /
(-0,5]1) gewandert [oder wenn's Thnen lieber ist, kénnen _| \ 3
Sie auch den bei (1,5/1) nehmen]. Also haben wir eine
Verschiebung um 0,5 nach links [oder 1,5 nach

rechts]. [Die Verschiebung um 1 nach oben juckt nicht, die
haben wir bereits].

Eine Verschiebung um 0,5 nach links bedeutet: c=+0,5 also:
f(x) = 2-sin(b:[x+0,5])+1
[Die Verschiebung um 1,5 nach rechts hatte bedeutet: c=-1,5 = f(x) = 2:sin(b[x-1,5])+1 ]

Jetzt brauchen wir noch ,b". Das ist zum Glick nicht allzu schwer. Da flr die
Periodenlange einer trigonometrischen Funktion Pel‘=2b—JT gilt, muss umgekehrt

auch gelten: b:%
Wir lesen also die Periodenlédnge der Funktion auf der Zeichnung ab [z.Aufgabe von
Tiefpunkt zu Tiefpunkt oder so..]. Die Periodenlange ist 2 (LE). Deswegen gilt b=22—”=rc.

Damit haben wir unsere Funktion.

f(x) = 2-sin(m-[x+0,5])+1 = 2sin(;t-x+0,5n)+1

© Havonix 2017 hixl= matheseite
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Aufgabe 29

Bestimmen Sie die Gleichung
der trigonometrischen Funktion,
deren Schaubild zum rechts ein-
gezeichneten Graphen passt.

Losung:

Eine trigonometrische Funktion
hat die Gleichung:
f(x)=a-sin(b-[x-c])+d oder
f(x)=a-cos(b:[x-c])+d

Unsere Funktion reicht bis hoch
zu y=3 und runter bis y=-2.

Das ist eine Spannweite von 5

und die doppelte Amplitude

- 2a=5 = a=>

Die Mittellinie [Verschiebung in y-Richtung] ist der Mittelwert vom hdchsten
und vom tiefsten Punkt = d=2*"2/-1

21

iy

Xy

1
d_z

Die Periodenlange betragt p=4, denn der Abstand der beiden Hoch-

punkte oder von je zwei Tiefpunkten betragt 4.
Die Periodenlange flieBt in die Berechnung von b ein. = b=

Zn:2n

Per

b="
= 2

Der Parameter c ist bei einer Sinus-Funktion der x-Wert des Wende-
punkts, bei einer Kosinus-Funktion ist es der x-Wert des Hochpunkts.
Da man bei uns die Hochpunkte recht gut ablesen kann, machen wir

eine Kosinus-Funktion draus. = c¢=2 [oder c=-2]

- f(x)=§-cos(£-[x—2]

2 2

h(x]= matheseite
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A.42.11 Funktionsanalyse ({ff)

Aufgabe 30

/In dieser gesamten Aufgabew
f(x) = 4-4-cos(0,25x) ist kein GTR oder CAS erlaubt |

a) Wie groB ist die Periodenlange von f(x). . ‘r
Bestimmen Sie alle Nullstellen und Extrempunkte von f(x).
Skizzieren Sie f(x) im Bereich [0;8x]. ’
b) f(x) bildet mit der x-Achse mehrere Flachen.
Bestimmen Sie den Inhalt einer dieser Flachen.
¢) Im Wendepunkt mit der kleinsten positiven Abzisse und negativer Steigung wird

eine Tangente gelegt, die mit den Koordinatenachsen eine Dreiecksflache bildet.

In welchem Verhaltnis teilt f(x) diese Dreiecksflache?
(L6sung auf Seite 23)

Aufgabe 31

Gegeben ist die Funktion f durch { Auch in dieser Aufgabe ist 1
- kein GTR oder CAS erlaubt.

f(x) = &sin{gx|; xe[0;12].

:
Ihr Schaubild sei K. j@

a) Geben Sie die Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte von K an. f
Zeichnen Sie K.
Die Parallelen zu den Koordinatenachsen durch den Kurvenpunkt P(u|f(u)) mit
0<u<6, begrenzen mit den Koordinatenachsen ein Rechteck.
Fir welchen Wert von u hat dieses Rechteck maximalen Umfang ?

b) Eine Ursprungsgerade g mit der Steigung m>0 schneidet K im Punkt P(p|f(p))
K und g umschlieBen eine Flache. K, g und die Gerade x=6 umschlieBen eine
weitere Flache.

Bestimmen Sie, ohne p zu berechnen, m so, dass die Inhalte der beiden
Flachen gleich sind.

c) Die Tagesdauer andert sich im Verlauf eines Jahres. In einem kleinen Kaff
namens GroBkarlbach schwankt die Tageslange zwischen 17,26 Stunden am
1.Juli und 8,15 Stunden sechs Monate spater. Die Tageslange soll in
Abhangigkeit von der Zeit t (t in Monaten) durch eine Funktion T mit

T(t) = a+b'COS(§X) beschrieben werden.

Bestimmen Sie die Koeffizienten a und b.

Welche Tageslange ergibt sich aus dem Modell fir den 15.April?
(Lésung auf Seite 24)

Aufgabe 32

Betrachtet wird die Funktion fi((x)=3t:cos(0,5x)+t2 im Intervall I=[0;8x[ flr t>0.
a) Untersuchen Sie fi(x) auf Extrema und Wendepunkte. Skizzieren Sie fi(x).

b) Fir welche Werte von t hat fi(x) Nullstellen?
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c) fi3(x) schlieBt mit der x-Achse mehrere Flachenstiicke ein.

Bestimmen Sie den Inhalt eines dieser Flachenstiicke exakt.
(Lésung auf Seite 28)

Lésung von Aufgabe 30 (von seite 22):
a) Die Periodenlange einer Kosinus-Funktion bestimmt man mit der Formel:

p:g—ﬂzsn

b~ 0,25
Fir die Nullstellen setzt man f(x)=0.
4-4-.cos(0,25x)=0 -4 |:(-4) .
cos(0,25x) =1 T -
[Laut Skizze ist cos(...)=1 beim x-Wert ,,0" und ,2n" = = = ] | ‘ ly.
= 0,25x=0 bzw. 0,25x=2s. N
Xl:o,%: 0 XZZO?;S =8n cos(x)

Nun brauchen wir aber alle Nullstellen und nicht nur eine.
Also nehmen wir eine davon und zahlen beliebig viele Perioden dazu.
= Alle Nullstellen erhalten wir Gber x=0+n-8x = N(n-8m|0)

Fir die Extrempunkte setzt man f'(x)=0.
f'(x) = -4-(-sin(0,25x))-0,25 = sin(0,25x) .

f(x)=0 = sin(0,25x)=0 ’V\ .
[Laut Skizze ist sin(...)=1 beim x-Wert ,0%, ,«" und ,27" - - - ] - : o 2L
= 0,25x=0 bzw. 0,25x=n bzw. 0,25x=2x. U
—_0 _ _ m _ 2n _ i
Xl—(),?— 0 X2—0,25—4TC X3—0,?—8ﬂ? sin(x)
y-Werte:

y1=4-4-cos(0,25-0)=4-4-1=0

U

EP1(0]0)
y2=4-4-c0s(0,25-4n)=4-4-cos(n)=4-4-(-1)=8 = EP»(4x|8)
y3=4-4-c0s(0,25-8n)=4-4-cos(2n)=4-4-0=0 = EPs(8m|0)

Hoch- oder Tiefpunkt ?1?
f''(x) = cos(0,25x)-0,25 = 0,25-cos(0,25x%)
f'(0) = 0,25:cos(0,25:0) = 0,25:1 >0 = T4(0]0)
f"'(4m)=0,25-c0s(0,25-41)=0,25-cos()=0,25:(-1)<0 = H(4x|8)
f"'(8m)=0,25-cos(0,25:87)=0,25-cos(2m1)=0,25-(-1)<0 = T»(8x|0)
Nun brauchen wir wieder alle 1Y ~
Extrempunkte, also zahlen wir / \
wieder zu allen x-Werten be- 4
liebig oft die Periode dazu. / B
= T1(0+n-8x|0) /
= T2(8x+n-8x|0) / \
= H(4n+n-8x|8) /

\

-

Mit den bisher errech- 2 // \
neten Ergebnissen kann 1 / \
2{5 4(5 6{5 8

man f(x) skizzieren - -
2 4 6 8 12 16 24 24 X

b) Eine der Flachen sieht man in der Skizze.
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Da wir die Nullstellen bereits berechnet haben, kénnen wir gleich loslegen.
7 . 8n .
A= [ 4-4.cos(0,25x)dx = [4x—3csin(0,25x)| * = [4x~16-sin(0,25x)];" =
= [4:-8n-16-sin(0,25:8x)]-[4:0-16'sin(0,25:0)] =
= [32n-16-sin(2x)]-[0-16-0] = [32n-16-0]-[0] = 32mx.
ky \

A
¢) Um welchen Wendepunkt geht’s Gberhaupt? 8 2
Der Wendepunkt hat positive Abzisse f3x) \%
[=positiver x-Wert], hat eine mdéglichst kleine
positive Abzisse und negative Steigung. Es . / W
geht also um den Wendepunkt, der sich
zwischen Hoch- und Tiefpunkt befindet. 5 / \
Der Mittelpunkt zwischen H(4x|8) und 1 2 = 6 &
T(8m|0) hat die Koordinaten: W(6xt|4) 4 g T T Thy N T

Nun berechnen wir die Tangente in W.
Die Tangente ist eine Gerade und hat damit die Form: y=m-x+b
,m" ist die Steigung und wird Uber die Ableitunge berechnet:
m=f'(6x)=sin(0,25-6xt)=sin(1,5n)=-1
Far ,x" und ,y" kann man die Koordinaten von W einsetzen.
y = m-x+b
4 =-1-6n+b = b=44+6x y
= Tangente: y=-1:x+4+6n
Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse: N
y=0 = 0=-1-Xx+4+6n = x=4+67~22,84 2
Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse:
x=0 = y=-1-0+4+6n1=4+6n=22,84
Die Flache, die die Tangente mit den Koordi-

natenachsen bildet: [in der Skizze: A;+A;]
Agesamt = Y2:g-h = 12:22,84:22,84 = 260,83 W(6m|4)

¥8'zce~y

Nun bestimmen wir die Flache zwischen der N\ X
Tangente, f(x) und der y-Achse [das ist A] gr23 84

A; fZ"yTan—f(x)dx =
fz"(—1x+kk+6n)—(\§+4-cos(0,25x))dx = [ —x+61—4-cos(0,25x)dx =

- [—%-xz+6n-x—4-sin(0,25x)-01% 2 = [_%-xz+6n-x—16-sin(0,25x)}
- [-%-(6n)2+6n-(6n)—16-sin(o,25-6n)H—§.02+6n-0—16.sin(0,25-o)} =
= [-18n2+36a2-16-sin(1,57)] - [0+0-16-sin(0)] =
= [1872-16:(-1)] - [0] = 18r2+16 ~ 193,64

Ar = Agesamt — Az = 260,83-193,64 = 67,19

193,64
67,19

6
0

f(x) teilt die Dreiecksflache im Verhaltnis =2,88:1

Lésung von Aufgabe 31 (von Seite 22):
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a) Ableitungen:
f(x) = 6~sin(§x)

! = 6. Ty | T . n

f'(x) = 6cos(6x g = 7°COS X

" = q-l—sinl & NI _”2, inl>™
f(x)_n(5|n6x)6_ & sinlgx
i) = T L2V IS x )
f'"(x) = g CoS| eX|-g = —3¢ cos(Gx

Nullstellen: 1
f(x) = 0 T/\ e

6-S|n(gx =0 |:6 l \/

sin gx =0 Substitution §X = U sin(u)

sin(u) =0

Aus Skizze liest man ab: ui=0, u=m, u;=27...
u=0 = (X=0 = x=0 = N.(0]0)
U= = X =7 = X;=6 = N.>(6]0)
U3=2TE = gx =2n = X3=12 = N3(12|0)

Hoch- und Tiefpunkte:

f'(x) =0

J'C'COS(EX =0 |:m

cos gx) =0 Substitution §X = U

cos(u) =0

Aus Skizze liest man ab:  u;=1m, u,=3x; .. J{ \E/ o
1 T _ 1
61

U=t = =Sn = uXi=31 2 X1=3

2 cos(x)
uzzgn = gXZ = %Ic = -X2=9'm = X»,=9
y-Werte:
yr = f(x1) =f(3) = 6-sin(§~3 = 6-sin(%n) =61=6
y2 = f(x2) = f(9) = 6-sin(§~9 fy6-sin(§n =6'(-1) =-6
Hoch- oder Tiefpunkt? ° / \
" - . (n — f1 n? L |
f (Xl) =f (3) = _€'5|n(€'3 =°——/S nlz'ﬁ) =\'—E'l <0/=H (3|6)
f'(x2) = f'(9) = _%.sin(g-Q) =" —fsinl3 =—\% -1)>0 = TP(9]-6)
Wendepunkte: / \
"3 -0 / \
—€~Sln g'X):O | : (—% x
smg-x =0 ) 12 B # b 7 8 9 10 11 {2
Ab dieser Stelle ist alles [zufallig] \ /
genau gleich wie die Berechnung der -
Nullstellen. Daher sind die Wendepun- \ /
kte gleichzeitig auch die Nullstellen. - \ /
= W,(0]0 4 /
| (010 \() /
hix]= matheseite < © Havonix 2017
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= W»(6]0)
- WS5(12]0)

Maximaler Rechteckumfang:
Der Punkt P(u|f(u)) liegt auf
f(x) und hat einen x-Wert, der
zwischen 3 und 6 liegt.

Das Rechteck sieht also aus wie in der nachsten Skizze.

h(x]= matheseite
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Den Umfang eines Rechtecks berechnet 1y
man Uber U=2a+2b. Vs
Die Seite ,a" ist eine waagerechte >
Strecke, man berechnet die Lange also 4 P(ulf(u))
Uber die Differenz der x-Werte:
@ = Xrechts—Xiinks = U=0 = U J/ \
Die Seite ,b" ist eine senkrechte Strecke, P 7 \
man berechnet die Lange also Uber die
Differenz der y-Werte: «
b = Yoben—Yunten = f(U)—O = f(U) 1 2 c] 4 5 7 8‘
Den Umfang berechnet man ulber: -1
U = 2:a+2:b = 2:u+2:f(u) = - 3 > \
= 2-u+2~6-sin(gu) = 2u+12~singu)
Den maximalen Umfang berechnet man, indem man U'(u) Null setzt.
U'(u) = 2+12cos(§u)% = 2+2n-cos(§u)
U'u)=0
2+2n~cos(§u) =0 [-2
2n-cos(%u) =-2 |:(2m)
COS(% u) ~ -0,318 Substitution Zu =z
cos(z) = -0,318
z = arccos(-0,318) = 1,894
Resubstitution: z=1,894 =  _u=1,894 = u=3,618
u liegt wie gefordert zwischen 0 und 6, alles ist in Ordnung. ux3,618
b) Eine Ursprungsgerade geht durch den Ursprung 1/ g
und hat die Form: g(x)=m-x ‘&‘7 A
Zusammen mit der senkrechten Gerade x=6 ° %
ergeben sich zwei Flachen, wie in der rechten 4 % 4
Skizze dargestellt. L / n
Nun soll man den Punkt P(p|f(p)) derart be- | J;/,@ / >
stimmen, dass beide Flachen gleich sind. Man soll S I
das bestimmen, ohne den Punkt P zu bestimmen. P(RIT(P))
Der Trick ist folgender: .
Wir berechnen das Integral zwischen f(x) und 1 2 3 4 b -
y=m-X in den Grenzen von x=0 bis x=6. -1 |

Da beide Flachen gleich groB sind, aber einmal die eine Funktion und einmal die
andere Funktion oberhalb liegt, hebt sich das Integral von x=0 bis x=6 komplett

auf, das Gesamtintegral muss Null ergeben.

Also: Ai+A; = fz(f(x)—g(x)]dx = fz (6~sin x| - m-x)dx =
=l6- —COS| =X %) - 7x2 - [—6.cos(§x).% — %xz]z = [_%.cos(gx) - %.sz
6
= [—%cos 26| - %62} —0{ —38.cos| 20| — %-02] =
= [—%-cos(n) - 18m} — {—3—:~cos(0) - 0} = [%—18m] — |- = 22-18m
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28 trigonometrische Funktionen

Da nun das Integral Null geben soll, gilt: 7—5—18m:0 = m=§~1,273

Die maximale Tageslénge von 17,26 Stunden hat man am 1.Juli. [siehe Skizze auf
nachster Seite]. Da man in Monaten rechnet und der 1.Juli der Beginn des zweiten
Halbjahres ist sind genau 6 Monate seit Jahresbeginn vergangen. Der 1. Juli
entspricht also t=6. Der Hochpunkt unserer Funktion liegt also bei H(6|17,26).
Dementsprechend liegt der Tiefpunkt bei T(12]8,15).

Nun kénnen wir ,,a" und ,b" bestimmen. N
Betrachten wir T(t) = a+b-cos o "'H\
»a" ist die Verschiebung in y-Richtung. v
Bei einer Sinus- oder Kosinus-Funktion ist das 4
die Mitte zwischen Hoch- und Tiefpunkt. "
17,26+8,15

= a= f = 12’7 10 \ T
,b" ist die Amplitude. Die Differenz zwischen e o
den y-Werten von Hoch- und Tiefpunkt ist die
doppelte Amplitude. 6

- b= 17,262—8,15 ~ 4,56 4
Die Funktion lautet nun aber nicht

T(t):12'7+4'56'C°S§X ’ T2 5 4 5 6 7 8 81011 1%

denn auf der y-Achse liegt ein Tiefpunkt und nicht der Hochpunkt. Daher ist es
also vom Typ her keine ,,+cos()"-Funktion, sondern eine ,—cos()"-Funktion.

- T(t)=12,7—4,56-cos(gx)
Der 15.April entspricht dem Zeitpunkt t=3,5.

(Es sind seit Jahresbeginn dreieinhalb Monate vergangen.)
Die Tageslange am 15.April in GroBkarlbach ist

also T(3,5) = 12,7-4,56.cos(2-3,5|  ~ 13,9 Stunden.

Lésung von Aufgabe 32 (von Seite 22):
a) Ableitungen:

fi(x) = 3t-cos(0,5x)+t2

fi'(x) = 3t-(-sin(0,5x)-0,5) = -1,5t-sin(0,5x)
fi''(x) = -1,5t-cos(0,5x)-0,5 = -0,75t-cos(0,5x)
fi'"'(x) = -0,75t-(-sin(0,5x)-0,5) = 0,375t-sin(0,5x)

Geniale Idee:

Man kann die Hoch- und Tiefpunkte von fi(x) auf dem klassischen Weg
bestimmen, so mit Ableitung Null setzen usw. Das machen wir aber nur, wenn
wir nichts zu tun haben.

Besser ist es, die Ideen von Kap. A.42.08 zu verwenden.

In der Funktion fi(x)=3t-cos(0,5x)+t2 ist ,t2" die Mittellinie.

.3t ist die Amplitude. fi(x) reicht also hoch

bis ,t2+3t" und runter bis ,t2-3t".
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Damit kennen wir also die y-Werte der Hoch-

A
und Tiefpunkte ©. Y hag
Die Periode der Funktion ist DZZ—J = 02”5 =4, b /
fi(x) ist nicht links- oder rechtsverschoben. t2 :
Damit sieht fi(x) in etwa so aus: -
Der Hochpunkt ist bei H(0|t2+3t) (plus beliebighwheféPeriod }
Der Tiefpunkt ist bei T(2x|t2-3t) (plus beliebig|viele Perioden) X
Die Wendepunkte sind bei Wi (rt|t2) und W,(3x|t2) (Plus belfdbig viefd Period€h)

Alle Extrem- und Wendepunkte im Bereich [0;8] sind also bei:
H.(0|t2+3t), H:(4r|t2+3t), H:(8x|t2+3t)
T1(2m|t2-3t), T2(6m|t2-3t),
Wi(m|t2), W2(3xn|t2), Ws(5x|t2), W.i(7x|t2).
Die Skizze von fi(x) ist nun einfach. Einfach t=1 einsetzen.

b) Der Standardweg, Nullstellen
einer Funktion zu berechnen,
ware sie Null zu setzen und
dann nach ,x" aufzuldsen.
Dummerweise ist diese Funk-

tionsgleichung derart hasslich, e
dass man kaum eine Chance
hat, die Frage nach dem ,t" gut
zu beantworten. T
Wir werden daher einen kleinen Trick anwenden:
Die Mittellinie [Verschiebung in y-Richtung] von fi(x) ist ,t2"
Die Amplitude von f(x) ist ,3t". - ‘ jZ\
fi(x) hat Nullstellen, wenn der tiefste Punkt der 13t 3t|
Funktion mindestens bis zur x-Achse herunterreicht. \it/l
Und dieses ist der Fall, wenn die Amplitude ,3t" gréBer %@T) ATth
als die Mittellinie ,t2" ist. — T
fi(x) hat demzufolge Nullstellen, wenn gilt: 3t>t2 | :t
= 3=t bzw. t<3.
Da laut Aufgabenstellung t>0, lautet die Antwort:
fi(x) besitzt Nullstellen, wenn: 0<t<3.
c) fz(x) = ... = 9cos(0,5x)+9 iy
So wie die Skizze aussieht, sind die Tief- |
punkte gleichzeitig die Nullstellen.
Am Ende von Teilaufgabe a) haben
wir die Tiefpunkte bestimmt: )
T1(27|t2-3t), To(6mx|t2-3t). T
Flr t=3 ergibt sich: &
T:1(27|0), T2(6x|0). &
Da die y-Werte Null sind, sind die -
Tiefpunkte die Integralgrenzen. i
61 6 2
A = [ f)dx = [;79:c08(0,5x)+9dx - NAAS AT,
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= [5sin(0,5x)+9x [ = [18sin(0,5x)+9x |37 =

21

= [18-sin(0,5:6x)+9-6x] — [18:sin(0,5:2x%)+9:2x] =

= [18-sin(3x)+54x] - [18-sin(x)+187] =

= [ 18:0+54n] - [18:0+18x] = [54n]-[18x] = 36x = A = 36z

7
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