A.19 Funktionsanalyse

Das Buch:

Dieses Kapitel ist Teil eines Buches.

Das vollstandige Buch kénnen Sie unter
www.mathe-laden.de bestellen
(falls Sie das mochten).

Sie werden in diesem Buch ein paar Sachen
finden, die nicht aus dem Internet herunter
geladen werden kénnen.

Dazu gehoren:
Inhaltsverzeichnis, Stichwortverzeichnis,
und viele Aufgaben zum Selberrechnen.

Die Strukturierung:

Die Struktur und die Nummerierung des Buches
(und somit dieses Kapitels) ist genau gleich wie
die von www.mathe-seite.de, von welcher Sie
diese Datei vermutlich bezogen haben.

Somit kénnen Sie recht einfach zwischen Lernfilmen der MatheSeite und
den schriftlichen Erklarungen des Buches hin- und her springen.

Auf diese Weise sollten Sie sich (hoffentlich) optimal vorbereiten kdnnen.

Nutzungsbedingung:

Sie konnen diese Datei gerne beliebig fiir den eigenen Gebrauch verwenden.
Nicht gestattet sind Anderungen sowie kommerzielle Nutzung.

h(x]= matheseite

© Havonix 2017
Die gute Seite an Mathe

www.mathe-seite.de


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

2 A.19 Funktionsanalyse

A.19 Ubersicht iiber die Funktionsanalyse

Der Sinn der Funktionsanalyse ist es, die
wichtigsten Eigenschaften einer Funktion zu errechnen.
Zu diesen gehdren:

Nullstellen, Hoch-, Tief- und Wendepunkte und asymptotisches Verhalten.

Zur Kurvendiskussion gehort:
— Bildung von drei Ableitungen [braucht man fiir Extrem- und Wendepunkte].
— Untersuchung der Funktion auf Achsen- bzw. Punktsymmetrie.

- Untersuchung der Funktion auf asymptotisches Verhalten.
[Wohin geht die Funktion, wenn x gegen +oo oder -co [duft?]

— Bestimmung der Nullstellen der Funktion [also Schnittpunkte mit der x-Achse].

Hierfur setzt man die Funktion gleich Null und lést nach ,x" auf.
[Der Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse ist auch ganz nett, jedoch nicht so wichtig.]

- Bestimmung der Extrempunkte der Funktion [also Hoch- und Tiefpunkte].
Hierflr setzt man die erste Ableitung Null und I6st nach ,x" auf.
Die erhaltenen x-Werte setzt man zweimal ein:
Zum einen in f(x) um die y-Werte zu erhalten und zum anderen in f''(x), um

zu schauen, ob es sich beim Punkt um einen Hoch- oder Tiefpunkt handelt.
[Ist das Ergebnis von f"(x) negativ, so handelt es sich um einen Hochpunkt. Ist f"(x) positiv, so
handelt es sich um einen Tiefpunkt. Ist das Ergebnis von f"(x) Null, so muss man f'(x) auf
Vorzeichenwechsel untersuchen.]

- Bestimmung der Wendepunkte der Funktion.
Hierfir setzt man die zweite Ableitung Null und lést nach ,x" auf.
Die erhaltenen x-Werte setzt man zweimal ein:
Einmal in f(x) um die y-Werte zu erhalten und das zweite Mal in f'""'(x), um zu

beweisen, dass es sich tatsdchlich um einen Wendepunkt handelt.
[Ist das Ergebnis von f'"'(x) ungleich Null, so handelt es sich tatsachlich um einen Wendepunkt.
Kommt doch Null raus, muss man f"'(x) auf Vorzeichenwechsel untersuchen.]

— Zeichnung der Funktion. [Eventuell mit Wertetabelle]
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A.19 Funktionsanalyse 3

Schematische Darstellung der Funktionsanalyse !
=

Ableitungen: im Normalfall drei Stlick )
Ableitungen (drei Stiick)

Symmetrie

Symmetrie: Symmetrie zum Ursprung Asymptoten (x- +w)

- ?21?
oder zur y-Achse ?!7 Nullstellen —u—

Asymptoten: senkrechte?? Extrempunkte (f(x)=0)
waagerechte bzw. schiefe? Wendepunkte (r(x)=0)

Zeichnung

Nullstellen: f(x) =0
= man erhalt x;, X2, ...
= N1(X1|0) , Nz(leO) , e

f'(x)=0 setzen.

Extrempunkte: f'(x) =0 = xi, Xz, ...
P () |1|’ 2 Die erhaltenen x-Werte

! ] setzt man zum einen in
in f'(x) in f(x) f''(x) ein. [Falls das Ergebnis
l fur positiv ist, gibt's einen Tiefpunkt,
H(..|..) falls f'(x) <0 oder y-Wert e gt st et man enen
T(..|..) fallsf'(x) >0 oder Zum anderen setzt man
falls f'(x)=0 ® die x-Werte nochmal in
f(x) ein, um die y-Werte

zu erhalten.

Wendepunkte: f'(x) =0 = xi:, X2, ...
| 1 f''(x)=0 setzen.

in f...l(x) in t’(x) Die x-Werte, die man
. fur erhalt, setzt man in f'"'(x)
W(..]..) falls f"(x) # 0 y-Wert ein. [Falls nicht Null rauskommt,

ist es sicher ein Wendepunkt.]
Die x-Werte setzt man
nochmal ein und zwar in

. . . . f(x), um die y-Werte zu
Zeichnung: Ein paar Striche und Punkte zeichnen, erhalten.

bei Langeweile kann man sie auch
bunt anmalen.

falls f"'(x)=0 @

1 Falls bei der Uberpriifung der Extrem- oder Wendepunkte Null rauskommt, weiB man nicht ob hier
ein Extrem- oder ein Wendepunkte vorliegen. Oft ist es ein Wendepunkt mit waagerechter
Tangente. [Dieser heit dann Terassenpunkt oder Sattelpunkt]. In diesem Fall muss man eine
Untersuchung auf Vorzeichenwechsel vornehmen. Oder einfach die Skizze/Zeichnung angucken.
—-Siehe weiter unten, , Beispiel 1"
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A.19.01 Beispiel 1

1 3
f(x) = Zx3—5x2+3x
Untersuchen Sie f(x) ohne Verwendung eines grafik-
fahigen Taschenrechners auf Nullstellen, Extrem-
punkte, Wendepunkte, Symmetrie und Asymptoten.
Fertigen Sie eine Zeichnung.

Lésung auf Seite 5.

A.19.02 Beispiel 2

1 5.,25
f(x) = §x3—x2—zx+?
Zeigen Sie, dass f(x) bei Ni(-2]0) und bei N»(2,5|0)
Nullstellen besitzt.
Untersuchen Sie f(x) auf Extrem- und Wendepunkte,
Symmetrie und Asymptoten.

Fertigen Sie eine Zeichnung.

Lésung auf Seite 7.

A.19.03 Beispiel 3

Fur alle teR* sei die Funktion fi(x) gegeben mit:

fi(x) = gx ~2x*+8t,

Untersuchen Sie die Kurvenschar fi(x) auf Nullstellen,
Extrempunkte, Wendepunkte und Symmetrie.

Fertigen Sie eine Zeichnung von fo 5(X).

Losung auf Seite 9.

A.19.04 Beispiel 4

Fir alle teR* sei die Funktionsschar fi(x) gegeben mit:
_t 9

f(x) =5 X3=3x2+ X

Untersuchen Sie fi(x) auf Nullstellen, Extrempunkte,

Wendepunkte und Symmetrie.

Fertigen Sie eine Zeichnung von fi(x).

Losung auf Seite 11.

A.19 Funktionsanalyse

( Vorsicht! Tolle Aufgabe! }

Vorsicht! Tolle Aufgabe! )
Deswegen

ohne GTR, ohne CAS!

[ Vorsicht! Tolle Aufgabe! J

Vorsicht! Tolle Aufgabe!
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A.19 Funktionsanalyse 5

Losung von A.19.01, Beispiel 1:

Ableitungen:

f'(x) = %x2—gx+3 = %x2—3x+3
F'(x) = ox=3 = 3x-3

m 3

f'(x) = 3

Symmetrie:
Es tauchen gerade und ungerade Hochzahlen auf =  keine Symmetrie

Asymptoten:
[Ganzrationale Funktionen haben keine Asymptoten.]
Verhalten flir x—+o : X—+00 = f(x) - +o0
X—-00 = f(x) —» -
Nulistellen:
f(x) =0

1y 3x243x = 0 |- 4

4 2

x3-6x2+12x = 0 x ausklammern

X+ (x2-6x+12) = 0

x1=0 vV X2-6x+12 =0 = N.(0]|0)
( p-q-Forme| \( a-b-c-Formel )

X,,=3+/32-12 x,,=62062 4112
= _ 6x\V-12
= 3+/-3 - et

Da etwas Negatives unter der Wurzel auftaucht, gibt
es keine weitere Lésung auBer x;=0.
Damit gibt es nur die eine Nullstelle N1(0]|0).

Extrempunkte:
filx) =0
%x2—3x+3 =0 |- 4
3x2-12x+12=0
( p-q-Fom:y/{ N—D—C—Formel )
3x2-12x +12=0  |:3 3x2 -12x +12=0
X2-4x +4 =0 xm:lztv’li#
X, ,=2+22-4 _ - 12?/6 =2
= 2+/0 =2
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6 A.19 Funktionsanalyse

Uberpriifung in f"(x): Wir merken uns, dass es sich
- 3 2.3 = bei x=2 um einen Sattelpunkt
f'(2) = e 2 = 0 handeln konnte.

Spater, bei der Berechnung
In der zweiten Ableitung sollte nie Null “rauskommen. der Wendepunkte, verwen-

L . den wir das.
Wegen f'"(2)=0 haben wir hier also ein Problem.

Wir wissen nicht, ob es sich bei x=2 um einen Hoch-,
Tief- oder Wendepunkt handelt.
Wir brauchen eine Uberprifung auf Vorzeichenwechsel.

Uberpriifung auf Vorzeichenwechsel geht so:
Ausgangslage: Es ist zu Uberpriifen, ob bei einem bestimmten x-Wert (nennen
wir diesen x=a) ein Hoch-, ein Tiefpunkt oder keines der beiden vorliegt.

Man betrachtet zwei x-Werte:
Einen der kleiner als ,@" ist und einen der groBer als ,a" ist.
Beide x-Werte setzt man in f'(x) ein und betrachtet die erhaltenen Vorzeichen.

Erhalt man beim kleineren x-Wert was Positives und beim gréBeren was
Negatives, befindet sich bei x=a ein Hochpunkt.

Erhdlt man beim kleineren x-Wert was Negatives und beim groBeren was
Positives, befindet sich bei x=a ein Tiefpunkt.

Erhédlt man beide Male was Positives oder beide Male was Negatives, handelt es sich normalerweise
um einen Sattelpunkt (bzw. Terassenpunkt) (das ist ein Wendepunkt mit einer waagerechten
Tangente).

Konkret geht die Untersuchung in unserem Fall also so:

Uns interessiert, ob bei x=2 ein Extrempunkt vorliegt.

Wir suchen uns daher zwei x-Werte aus, von denen einer gréBer, der andere
kleiner als 2 ist. Wir wahlen z.B. x;=1 und x,=3.

Nun setzen wir diese beiden x-Werte in f'(x) ein:
f(1) = 2:12-3-1+3 = +0,75

f(3) = 232-33+3 = +0,75
Wir erhalten beide Male ein positives Vorzeichen.

[der Wert ,0,75" spielt keine Rolle] = Bei x=2 liegt also kein Extrempunkt vor.
Wendepunkte:
f'x) =0
3 3
2X=3 =0 1+3  :5
X = 2

Uberpriifung in f"'(x):
f''"'(2) = g #0 = ganz sicher ein Wendepunkt.

[Dass in f'"'(x) gar kein x drinsteckt, in welches man x=2 einsetzen kann, spielt keine Rolle.]
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A.19 Funktionsanalyse 7

Berechnung des y-Werts:

f(2) = 223-222432 =2 = W(2]2)
Bei der Berechnung der Extrempunkte erhielten wir
f'(2)=0 (siehe Berechnung der Extrempunkte 7). Dieses
bedeutet, dass bei x=2 die Steigung Null ist.

Im Punkt W(2|2) ist also ein Wendepunkt mit
waagerechter Tangente. Y
Es handelt sich somit um einen Sattelpunkt!

= SP(2]2)
SP
1
Zeichnung: - - -
T N 1\ T T T XV
Losung von A.19.02, Beispiel 2:
Nulistellen:
Wenn man die Nullstellen braucht, setzt man
normalerweise f(x)=0 und I6st nach x auf.
Hier jedoch sind die Nullstellen bereits gegeben.
Also setzen wir einfach die x-Werte in die Funktion ein
und sollten als y-Wert ,0" erhalten.
f(-2) = 3(-2P-(-2f-(2+2 = =0 = N:i(-2]0)
f(2,5) = 3:2,5°-2,5-22,5+2 = . = 0 = N2(2,5]0)
Ableitungen:
F(x) = 2x2-2x=2 = x2-2x-1,25
f'(x) = 2x-2
f"'"(x) = 2
Symmetrie:
Es tauchen gemischte Hochzahlen auf = keine Symmetrie erkennbar
Asymptoten:
keine Asymptoten.
Verhalten flr x—+w : X—> +0 = f(X) - +o

X——0 = f(X) - -
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8 A.19 Funktionsanalyse

Extremstellen:
ff(x) =20
x2-2x-1,25= 0

X2 = 1+y12—(-1,25) M = +1+1,5

= X1 = 2,5 \% x> = -0,5
y-Werte:
f(2,5) = 32,5°-2,5-225+% = -0
f(-0,5) = 3:(-0,5~(-0,57-2-(-0,5)+2 = _ =45
Uberprifung in f'(x):
f(2,5) = 2-2,5-2=3>0 > T( 2,5] 0)
f'(-0,5) = 2+(-0,5)-2 = -3 < 0 > H(-0,5 | 4,5 )
Wendepunkt:
f'(x) = 0

2x-2=0=> x=1

Uberpriifung in f"'(x):
fun(l):z;éo = W(llf(l))

y-Wert:
1 .3 42 5 25 _ _
f(1) = 5-1 -1 _Z'1+? =..=2,25
= W(1]225)
Zeichnung: -

1 Statt der p-gq-Formel kdnnte man selbstverstandlich auch die a-b-c-Formel verwenden.
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Losung von A.19.03, Beispiel 3:

[teR* bedeutet, dass der Parameter ,t" alle positiven Zahlen annehmen kann.
Die ,0" ist in R* nicht enthalten!]

Ableitungen'
_ 4310, _ 1.3
fi'(x) = x 2x = 2tx 5x
f'(x) = —x2 5
ftlll(x) = =2
Symmetrie:
Es tauchen nur gerade Hochzahlen auf = Symmetrie zur y-Achse

Beweis der Symmetrie: Zu zeigen ist, dass gilt:
fi(-x) = fu(x)

1 45 2 1.4 5,2
g(—x) —2(=x)*+8t = g X X8t
éx47§X2+8t = §X4*§X2+8t Wahre Aussage. Bewiesen!
Asymptoten:
keine Asymptoten.
Verhalten fir x—+o : X— 40 = fi(X) - +o
X — -0 = ft(X) — 400
Nulistellen:
ft(X) = 0
1.4 5.2
8’ 2~ x+8t =0 -8t
- 20tx? +64t2 = 0 Substitution: x2=z
z2 - 20tz +64t2 = 0 p-q-Formel oder a-b-c-Formel, etc..

Z;1, = 10t+V(10t)’—64t2 = 10t+6t

= z; = 16t v Z, = 4t Resubstitution: Da z=x2, folgt:
= x2=16t v X2 = 4t
= Xi2=+4t v Xsa =2Vt = N, ,l+4Vt[0], N, [+2vt|0]

Info: Am Anfang der Aufgabenstellung steht: t>0. Ware das nicht angegeben, misste man an dieser
Stelle eine Fallunterscheidung machen, denn wenn t>0, dann gibt es bei 4Vt und 2Vt keine
Probleme. Ware jedoch t<0, dann ware 4Vt und 24t gar nicht definiert. [Wurzel aus was
Negativem gibt’s nicht.] Damit gabe es fiir t<0 gar keine Nullstelle.

Extremstellen:
filx) =0
13 _
2tx 5 =0 | -2t
x3-10tx = 0 X" ausklammern
x:(x2 =10t) = o0
i \Y, x2-10t =0 | + 10t
x2 = 10t |V
X23= =y 10t
f'(0) = 2025 = -5 < 0 = H(0]|??)
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10 A.19 Funktionsanalyse

e 100:%(1\/170’()2—5:2%-1&—5=10<O = Ti2( +/10t | ??)
y-Werte:

f(0) = é-04—§~02+8t = 8t = H(CO | 8t)

F(£110t )= o (+V10t) -2 (10t "+8t = 1-(+ 10t)°~2(+10t )+8t

=5 100t2-25t+8t= ... = -4,5t = T, +/10t|-4,5t]

Wendepunkt:

f"(x) =0

z—tx2 5=0 | -2t
3x2-10t=0 [+10t | : 3

10t 10t
2 = — = 4y|—
X 3 = X1,2 3

Uberpriifen in f"'(x):

" 10t 3 |10t 10t
Pl 5 =35 0 = Wi (575 177)

3

1 100tz 25t

= — —7+
8t 9 8t

25t 150t 144t 19t
18 18

N ( 10t ‘19t)
12
Zeichnung:

Natlrlich kann man die Zeichnung nur fur einen
bestimmten Wert von t durchfuhren.
Diese Zeichnung gilt fur t=0,5.

© Havonix 2017 h[x]= matheseite
www.mathe-seite.de

Die gute Seite an Mathe


http://www.mathe-seite.de/
http://mathe-seite.de/

A.19 Funktionsanalyse 11

Losung von A.19.04, Beispiel 4:

Ableitungen:
fl(X) = 3t2 X2 6x+i
2 2t2
f'(x) = 3t2x -6
f"'(x) = 3t2
Symmetrie:
Es tauchen gemischte Hochzahlen auf = keine Symmetrie erkennbar
Asymptoten:
keine Asymptoten.
Verhalten flr x—»+w : X—> +0 = f(X) - +ow
X— -0 = f(x) - -
Nulistellen:
fx)= 0
Bx3_3x2+2x = 0 * auskl
> el = »X" ausklammern
t 9
X _X2_3X+F =0
t2 9
=0 v OX2-3x+— =0 |- = = N:(0|0)
X2__2X+% = 0 p-g-Formel oder a-b-c-Formel, etc
3./(37 9 3 3
Extremstellen:
f(x) =0
3t 9 2
> X2 6x+ﬁ =0 | - 52
4.3
Xz—t—ZX t_4 =0
2 20 3 2 4 3 2 1 2 1
e e e e S
Uberpriifung in f'(x):
" 3 3 3
f(§)=3x/z-——6=3>0 = T(El??)
Il 1 1
f(z) = 37,6 =-3<0 = H(5 1??)
y-Werte:
3 2
f(i - t_z.(i) _3.(3) + 9 3
t2 2 \t2 t2)  2t2 t2
:t—2¥34274=2—74—5—4;+2—74:0 = -I-(i2 O)
2t t* 2t 2t* 2t* 2t t
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Ay _t2 (1P 3(1P, 9 1
f(tz) -2 (tZ) 3(t2) +2t2 t2
- e 31,9 _1_6,9 _ 4 _2 _ H(i é)
2t t* 2t* 2t 2t 2tt 2t* t* ] t*
Wendepunkt:
f'(x) =0
3t2x -6 =0 | +6 | :3t2
_ 6 _ 2
X= 7302 T ¢
Uberpriifung in f'"'(x)
mn 2 2
f(§)=3t2¢0 = W(z 17?)
2y _t2(2)P 3(/2P, 9 2
f( t2) - 2 (tz) ( 2) 2t2 t2
_t"8 34,9 _4 12 9 _ 1 2|1
2t63t“t4_t4 Y = W(tz t“)

Zeichnung:

(fur t=1) —
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